' EXERCICIOS RESOLVIDOS DE ELETROMAGNETISMO
U CAPITULO 06 - EQUACOES DE POISSON E DE LAPLACE

CAPITULO 06

EQUACOES DE POISSON E DE LAPLACE

6.1) Seja o potencial no espaco livre (vacuo) expresso por V = 8x 2yz volts.
a) Determinar o campo elétrico (EP) em P (2, -1, 3);
b) Determinar a densidade volumétrica de carga (p,) em P;
¢) Determinar a equacao da superficie equipotencial que passa por P;
d) Verificar se a funcido V acima satisfaz a Equacao de Laplace.
Resolugio:
a)  Sabe -se que E=-VV

Ll Calculo do Gradiente (coordenadas cartesianas):

s V. V. oV . s - ~
VV:a—aX +a a, +—a, = VV =1l6xyz ay +8x%za

2 -
—_— +8x“ya
ox dy oz Y Yz

Substituindo (02) em (01), temos:
o = 2 - 2 =
E= —l6xyza, —8x“zay —8x"ya,
Substituindo as coordenadas de P em (03), temos o campo elétrico EP:

Ep=[-16-2-(-1)-3]a, +[-8 2% -3]a, +[-8 2% - (-1)]4,

Ep =964, —96d, + 324, [‘%n]

b) p,=VeD=Vele E)=e,VeE=e,Vel-V)= p, =—£,V2V

] Calculo do Laplaciano (coordenadas cartesianas):

~2 3%V 92V 9’V 2 a(avj d (oV a(avj
Ix 2 8y2 0z ox\ox ) dyldy | 0z\ oz
- 0 0 _
VZV = —(16xyz)+i(l6xz)+—(l6xy) = V2V =16yz+0+0
ox ay oz

Substituindo as coordenadas de P em (02), temos:

=2
V'V=16-(-1)-3= V>V =-48

(01)

(02)

(03)

(01)

(02)

(03)
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Substituindo (03) em (01), temos:

0y = —8,854x1071% . (~48) =

A
m

¢) O potencial em P(2;-1;3),¢ dado por: Vp =8-2% -(-1)-3 = Vp =96 [V]

Logo, a equacdo da superficie equipotencial que passa por P é:

Vp :V:>—96=8x2yz:>

X2y2+12=0

d) A equagdo nao satisfaz a Equacdo de Laplace, pois p, # 0(item b), indicando que a regido

=2

contém cargas livres. Portanto, V. 'V # 0.

6.2) Planos condutores em ¢ = 10° e ¢ = 0°, em coordenadas cilindricas, possuem tensdes de

75 volts e zero, respectivamente. Obtenha D na regiao entre os planos que contém um

material para o qual &g = 1,65.

z

Resolucdo: N

As superficies equipotenciais para ¢ constante sdo planos radiais conforme mostrado na figura

anterior.
- =2 =) 1 82V .
Equagdo de Laplace: V'V =0=V°V=———-=0 ; p =0, pois vV =1(9).
p- P
2 2
§2V:%—& Z:O: oy Zzo
p- P ¢

Integrando pela 1° vez:

N

CASEN
I
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Integrando pela 2* vez:

V=A¢+B

Em¢g=0=>V=0= B=0
Condicdes de Contorno:

Emg=10°=>V=75=A-% = A= 1350
18 T
Substituindo (02) e (03) em (01), temos:
1350
V=-—"—9¢ [V]
z
Célculo de E:
F-vobE--—1%a, o F- _ii(wso ¢)5 )
p 09 poP\ 7
- —1350-
E= \Y
a0 V)
Cilculo de D:
D=¢E=D=¢g,egE = D=8854x10"12.1,65 .(_ 1350J5¢
70

(01)

(02)

(03)

(04)

6.3) Sendo o potencial V funcdo somente da coordenada cilindrica p (como num cabo

a)

Resolucgdo:
N = =9 1 Jd( pdV .
Segundo a Equagdo de Laplace: V V=0=V“V=——|—— =0, pois V="1(p).
pap\ dp
9 [pN :0:>—'007v =A=V=Alnp+B
dp\ dp dp
A Yo
In| £
V, =Alna+B b
Condig¢des de Contorno: =
0=Alnb+B -V, -Inb
B=——"—+
In(aj
b

coaxial), determinar:

a) a expressao matematica de, sendo V=Voem p=a e V=0em p=> (b > a);

b) a expressido da capacitancia C, com as mesmas condicoes do item (a);
c¢) ovalorde Vpem P(2,1,3)se V=50 Vema=2me V=20V em b =3 m.

(01)

(02)
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Substituindo (02) em (01), temos:
In( b )
&

b)  Sabe-seque C = 01)
Porém, Q =S pg, onde Ps = DN(p:a) 02)
. Célculo de E
_b
- - - - - _V 2 . -V -
E:—VV:E:—ﬂap —~E=_"°. P ap :E:—O-;ap
%P by b Pyl
In In
a P a
» Cilculo de DN(p:a) .
DN(p=a) = €E(p=q), ondeE(,_,) é omodulode E para p = a
Y%
S Ps = DN(p=a) - —2 (03)
a In(j
a
Substituindo (03) em (02), temos:
eV, 2r e LV
Q:—Z.zyzaL:Qzﬂ—bo (04)
a In(j In(j
a a
Substituindo (04) em (01), temos:
27r€L
o2
a
Inf —
c) 'Z ,ondea=2meb=3m. 01)
In(j
a
= Calculo de Vo:
V, =50-20= V, =30 [V] 02)
. Calculo de p:
p=Ax>+y2 = p=V22+1> = p=45 (03)
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Substituindo (02) e (03) em (01), temos:
In(BJ
J5
)
In| =
2

Vp=20+21,74 = |[Vp=41,74 [V] (ParaV=20Vemp=a)

V =30-

= V =21,74 [V] (Para V =0em p = a)

50senéd

I,2

a) Verifique se V satisfaz a equacao de Laplace;
b) Encontrar a carga total armazenada dentro da casca esférica (1 <r<?2).

6.4) Dado o potencial V = , 120 [V], no espaco livre.

Resolugio:

a)  Cilculo do Laplaciano (coordenadas esféricas):

—2 1&(2&vj 1 &’( Wj 1 9%V
V'V = +————|seng—
2 & o r2 sen@ 96 ) 2 sen’ o 8;/?2

-2
\% V—Li( 25056”0 (= 2)} —1 J [senaﬂcosaJ -5 ! -0
T

r r sen09 r2 Sen20

—2 -
V V= —i-loosene'(—lJ+;-$C0520
r? r?

r? send 1’

=2 =2

c2, 100 50 cos20 _ g2 50 (25 n0+c°52‘9j
r4 r4 sené r4 sené

2 2 2
-2 =2
\Y% V=—50-[2sem9+coS e_sen QJ:V V=—Sg-[sen6+cos 9]

4 sené  send r sené
—»2V 50 40 ~ .
*seno = V nao satisfaz a Equacao de Laplace
b) 1°modo:
=2
Equacgao de Poisson: V 'V = _Pv
80
—50¢
Py = 4—0 [? 3} (Segundo a Equacdo de Poisson)
r sené m
Q= Ipvdv,onde:
vol dv =r2 senddrdd d¢
2 T 2r
- 50¢&
Q= [ ——2 -r’senfddddp = Q = -50¢, - | dr [do- [dg
*seno
vol I~ SEN r=1T" 9=0 ¢=0
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2
Q = —50¢, {_—1} 72 = Q =10072¢, - B = 1} = Q = -5072%¢, |C]

I =1

50sené@

2° modo: V = [V]
T
Célculo de E:
Fo vy vz 1ove 1 ovo
or r 06 rsené d¢
—= 100senéd - 50cos¢9»
E= 3 ar — [\%n]

T

Cilculo de D:

— — 100¢, sen@ - 50&, cos @ -
D=¢,E ar - —2 ag [y 2} (02)
r r m

Célculo de p,:

~ —~ 13, 1 1 9
:V.D:—— _—
Pv 2 (r Dr)+ rsené ae(D‘9 )+rsen0 a¢(D¢)

-50
i-(1005(,sen6?)i(r2-iJ+ ! ( gOJi(coseseneﬂo
r2 or r

3) rsené P )06

Py

: (cos2 6 - sen” 0)

p _ 100¢, sené (—1} —50¢,
Y r2 r2 r* send
—100¢, sen@ 50¢
Py = i - ° .(cos20)
r r send
- 50¢ - 50¢
py = %o -(Zsen0+coszej:pv - %% [y 3} (03)
r send r-senéd m
Calculo de Q:
-50¢,
Pv =3~
r senéd
Q= Ipvdv,onde:
vol dv =r? senddrd6 d¢
2 dr T 2
Q= j .12 senfdrdfdg = Q = —50¢, - j—- jde- jd¢
r sene r2
vol r=1 =0 ¢=0

172
Q = -50¢, [Tl} 7 2m = Q=1007"¢, 'B—l}

r=1

- Q=-507%¢, [C] ou Q=-437 [nC]
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3° modo:

I dS =r’sen@dod¢ a,
Q=ID°dS,onde:
S D 100, senf - 50¢, cos 6 -

ar ag
1'3 1'3
2r T
100&, sen@ 100&
Q= | [ =" r"sen6dgdg=Q=—"-"-27- [sen’0de
¢=06=0 T f 0=0
100¢ {3 2007 ™
Q= °.2rx- I (l—lcoswjd@ :Q:A-[g—lsen%’}
T =0 2 2 T 2 4 =0
2007 10072¢
Q:A.[z_lsenzﬂ_g_g}:Q:L
r 2 4 r

Emr=1= Q=1007’¢, [C]

Emr=2=Q=507%¢, [C]

Para 1<r<2= Q=507’¢, —1007°¢, = |Q =-5072¢, [C] ou Q=-4,37 [nC]

6.5) Dois cilindros condutores coaxiais de raios ¢ =2 cm e b = 6 cm apresentam potenciais de
100 V e de 0 V, respectivamente. A regiao entre os cilindros é preenchida com um
dielétrico perfeito, porém, nio homogéneo, no qual ¢r =0,3/(p + 0,04). Determinar
para esta regiao:

a) o potencial elétrico V(p);

b) o campo elétrico E(p);

¢) a densidade de fluxo elétrico D(p);
d) a capacitincia C por metro de comprimento.

Resolucio: oW

100W 4—\

a) €r =f(p) = AsEquagdes de Laplace e de Poisson nido podem ser usadas diretamente;

. Deve-se calcular uma relacd@o a partir da forma puntual de Lei de Gauss, da defini¢do de De
da relacdo do Gradiente. Portanto:
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D= Py (Forma Puntual da Lei de Gauss);

<l

D = ¢E (Definicio de D); = Vele.¥V)=—p, (01)

=-VV (Relacdo do Gradiente).

=

No dielétrico perfeito, py =0 e € = €,&r 02)

Substituindo (02) em (01), temos:
Veleg -VV)=0 03)

Desenvolvendo (03), temos:

o () om o5 ()

19 03 dV o ( 03p oV
—_ | — -0 —|— . — | =
p dop p+004 dp dp\ p+004 dp

)

Integrando pela 1* vez:

03p OV _, oV _Ap+004) _ .. Alp+004).

p+004 dp  op  03p 03p
Integrando pela 2° vez:

_ (A(p+0,04)
V_jo—d

!

:V:%[p+0,04lnp]+B (04)

Emp=2cm=V =100 = %[0,02 +0,04In0,02]+B (05)

Condicdes de Contorno:

Emp =6cm = V =0=%[0,06+0,04ln0,06]+B (06)
Fazendo (05) — (06), temos:
100 = 2| Z0,04+0,04In 22 | = A = 3574 07)
, 0,06
Substituindo (07) em (06), temos:
g =074 0,06 +0,04In0,06] = B =-62,6 (08)

!

Substituindo (07) e (08) em (04), temos:

V=30 0.04In p]-62,6 =] V= —119134 p—47,65In p—62,6 [V]

!
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b)  Célculo do Campo Elétrico E(p):

ﬁ:ﬁv:ﬁ:ﬁlap:ﬁ:( , 47'6]5,)
dp P

E::119L34Pf+(004j} v/ ]

¢)  Célculo da Densidade de Fluxo Elétrico D(p):

= == 3 (Lei de Gauss para uma Superficie Gaussiana Cilindrica
ng *dS = Qin = JS‘,Ost de raio 2<p<6 cm)

D-2zp-L=pg-27a-L= ﬁzps'aﬁp (01)
o

Mas pg = DN(p=0,02) = gE(p:O,OZ)’ onde E(p=0,02) ¢ omoédulode E para p = 0,02m

03 0,04
=g, B o) = Ps = € | ————— || 1191,34] 1+
S ZEER g opy  (p=002) T FS = %0 (0924—Q04j ( { ooz}j

'

- pe =15822 | €
ps 15822 |17/, | o

Substituindo (02) em (01), temos:

52158,22-0,02 ;lp:> D 316» [ﬂy}

P
d) Célculo da capacitancia C por metro de comprimento:
S. O :
ng - C= Ps N C:158,22 27 -0,02 L:> E=198,8 [ply}
Vo Vo 100 L m

6.6) Uma regiao entre dois cilindros condutores concéntricos com raios « =2 cme b =5 cm

contém uma densidade volumétrica de carga uniforme py = ~1078C/m’. Se o campo

elétrico E e o potencial V sao ambos nulos no cilindro interno, determinar:

a) A expressao matematica do potencial V na regiao, partindo da Equacio de Poisson;
b) A expressao matematica do potencial V na regido, partindo da Lei de Gauss;

¢) O valor do potencial V no cilindro externo.

Assumir a permissividade do meio como sendo a do vacuo.

Resolucdo: P
a) Equacdo de Poisson: v V = 1. i(pa—vj __ Py
p dp\" dp &
Integrando pela 1* vez:
2
a_V:_&.p_+A:> a_V:_&.p_F_ (01)

ap g, 2 ap 2¢,
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=  Porém, sabe-se que:ﬁ - _VV=E-= —a—VEp = |E| =E= —a—V:> v =-E (02)
P 90 P

Substituindo (02) em (01), temos:

N _ g Py A (03)

p 26, 1 p

1 Condi¢édo de Contorno: E=0parap=ua. 04)

Substituindo (04) em (03), temos:

Py -a+é:> A=Pv 2
2¢&, a 2¢&,

0=- (05)

Substituindo (05) em (01), temos:

2

a_V:_p_V. +&_a_ (06)
ap 2¢, 2e, P

Integrando pela 2° vez:

2

vy P Py 2lnp+B 07)

2e, 2 2¢,

2% Condigdo de Contorno: V=0 parap =a. (08)
Substituindo (08) em (07), temos:

2
0=—p—v-a—+p—v-a2|na+B:> sz—v-az—&-azh‘la (09)

26 2 2¢&, 4e, 2¢e,
Substituindo (09) em (07), temos:

V:_p_V.p2+&.a2|np+&.a2_&

480 280 480 2'60

v="Pv (.2 —p2)+p—v-a2|n(£j V]
4e, 2¢e, a

.a%lna
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b)

Lei de Gauss: §B odS = Qint
S

2
D2rp-L=p, -(75,02 —7za2)'L :D:p—v(p—a—J

2 p

supetficie Gaussiana

Cilindrica de rajo p

= J'pst
S

2 p

.-.5:&.{,)_&};,) (/)]

. Célculo do Campo Elétrico E

E=

ST

2¢,
= Calculo de V:

A
Vap =—[EedL =V
B

Py | P° g Py | P° a’
v=-Y L _2np >V=-". ——azlnp—T—azlna

2¢, 2

P

L T A

p 2
p R
= % '(p__}ap r
oo 2o p

2¢, 2

p=a

V:&.(a2_p2)+
de,

2
LAY
2€ a

(0]

c) No cilindro externo, p = b =0,

05m.

_ -8
V= 10
4-8,854-10712

(-1073) . 0,022 |y 0105

-(0,02% = 0,05%) +
2.8,854-10712 0,02

V = 0,593 — 0,207 =

V=038 [V]

1]
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6.7) Dois cilindros condutores, circulares retos, coaxiais, acham-se em p = ¢ = 10 mm e
p = b = 30 mm, com tensoes de 10 volts no cilindro interno e V, no cilindro externo. Se

Resolucdo: vV
u]
10
~2 _
a)  Equacdo de Laplace: V'V =0= V2V = li(ﬂj =0, pois V =1(p).
pap\ dp
i_ﬂﬁ.:mjﬁﬁzA:>VEAMp+B
dp\ dp dp

E=-10a 0 IK%J em p = 20 mm, determinar:

a) A expressao do potencial V em funcio de p por Laplace;
b) O valor de V,;
¢)A densidade de cargas do condutor externo.

1* Condigéo de Contorno: V=10V em p =10 mm .
Substituindo (02) em (01), temos:

10=AIn(0,01)+ B

Porém, sabe-se que E = —10a p) IK%J p =20 mm, oque indica que:

A

E=-VWoE=-2a,>E=-2 2 _10000=-" = A=200
p p 0,0

!

Substituindo (04) em (03), temos:
10 =200In(0,01)+ B = B =931

Substituindo (04) e (05) em (01), temos:

V=Alnp+B=|V=200lnp+931 [V]

(01)

(02)

(03)

(02)

(05)

(06)
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b) 2" Condigdo de Contorno: V=V, em p =30 mm . 01)

Substituindo a equagdo (01) do item (b) na equacdo (06) do item (a), temos:

V =200lh p+931 = V, =200In(0,03)+931 = V, =229,7 [V]

c) ps= DN(p:003) = SE(p:O,OS)’ onde E(p:0103) é 0 médulo de E (da Equacdo (04) do
item (a)) para p=0,03m .

Ps = &6 E(p=0,03) = Ps = & (%J = pg =8,854-10712 (ﬂJ

0,03
- pg = —59,027 [’772}
m

6.8) Um cabo coaxial possui seu condutor interno com cargas uniformemente distribuida de
INC/m. Os raios dos condutores interno e externo sdo a = 1 cm e b = 4 cm,
respectivamente. Entre o condutor interno e o externo sao colocadas duas camadas de
material dielétrico possuindo, respectivamente, permissividades relativas €g; = 2 e €go, €
espessuras w; e wo. Determinar €z, w; e w,, de modo que a diferenca de potencial de cada
camada seja a mesma e a capacitancia total do cabo seja de 75 pF/m.

Resolucao: J
G — W
X W
& — iy
1= 1nCim
Y
. Calculo da Capacitancia:
) -
Equagdo de Laplace: V'V =0 = V2V = li(ﬂj =0, pois V =1(p).
pap\ dp
N

OIPN) 0PN A VeoAlnp+B (01)

dp\ dp dp
Condig¢des de Contorno:

V=0emp=b=0=Alnb+B (02)
Seja

V=V, emp=a=V, =Alna+B (03)
Fazendo (03) — (02),temos:

\Y

Vo, =A(lna-Inp)= A=—2° (04)

B
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Substituindo (04) em (02), temos:

\ -V, -Inb
|I’1ﬁ |nﬁ
b b
Substituindo (04) e (05) em (01), temos:
Vv V, -Inb
V=Alnp+B=V=—"—lnp-—>—
of5) )
b b
M Vv,
V=—2"_(np-Inp)= Vv=—2 .|n(§j [V]
|n(aj |n(aj
b b
1
F—_v - - = | =Vy bl — -V -
E=-VW=E=-2"a, >E ao,% ap = E=|——<lap [\%n]
In| = — p|ni
b) b b
— — . _ V N
D=¢E=D=|_—2° |a, [c 2}
p-In ¢ m
9
= -V
pPs =DN :‘D[p=a] = pPs =#>0, pois a<b:>|n(ﬁj<0
[pza] (aj b
a-In —
b
. AN C
o P = (bj |:Alzj|
a-In| =
a
eV eV
Q:J-deS:Q: j —9% _dS=>Q=—"=2_2mL
b b
S il IS a- In(j a- In(j
.Int
il. Interno a a 06)
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a=1cm, b =4cm;
wy+wy =b—a=3cm
&1 =2
VO
Dados: | "1~ Y27 3 (07)
Q=Q=Q
C
=T _ 75 [Ply}
L m
De (06), temos:
Cp _ 27meser1 _Q
— === (08)
L (a +wy j Vl
In
a
e
C 2TELE
Tz _ osz _ (\2/2 (09)
ln( j 2
a+wp
De (07), temos:
V,
Vi=Va=y
=C; =C, =C
Q=Q=Q
De acordo com a figura, Ct € a capacitancia equivalente do arranjo série de C; e C,.
Portanto, podemos escrever:
C,-C, c? C
=—==Ctr=—=Cy=—=C=2C 10
T ¢ +q, T7c ™ T T (19)

Substituindo (10) em (08), temos:

Ci C  2me,er;  2Cr  27-8854-10712 .2

=== = N =2.75-107"2
L L a+ w L 0,01 + wy
In In| ————
a 0,01
0,01 + w : 0,01 + w 0,01 + w
In L) 2228854 (OOt W) a7 = 2OLE WL 07407
0,01 75 , 01

. wy = 0,01097m = w; = 1,lem 11
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De (07), sabemos que w; + w» = 3cm. Portanto,|

Substituindo (11) em (09), temos:

C, C _ 27me,egs  2Cp  27-8854-107'% . ¢

wy=1,9 cm

75 -1n (1,904)
R2 ™ 18854 R2

—= =
L L b L 0,04
In Inf —————
a+wp 0,01+ 0,011

R2 _2.75.10712

12)
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