Relatividade

Prof. Paulo Sérgio Moscon
Universidade Federal do Espirito Santo, Brasil

Maio 23, 2010

Resumo

bla

1 Introducao

Entre os estudantes, e a populagdo em geral, o titulo (ja famoso) “teoria da relatividade” é
sinébnimo de dificuldade extrema (analogamente ao termo “fisica quéntica”). Como exemplo, é
comum se ouvir um marido dizendo para a esposa: “vocé ¢ mais complicada do que a teoria
da relatividade (ou que a fisica quantica)”. Na verdade tudo o que é novo apresenta sim um
grau a mais de dificuldade; contudo, no caso particular da teoria da relatividade especial de
Einstein, esta nao apresenta grandes dificuldades técnicas (ferramental matematico necessario),
tal que qualquer aluno com conhecimento de fisica e matematica em nivel médio esta apto ao
seu estudo. Assim, esta diciplina poderia ser ministrada no primeiro semestre de um curso de
graduagao. Os pré-requisitos necesséarios sao minimos: Além de um conhecimento basico em
fisica e matematica, é exigido que aceite-se dois pequenos postulados nos quais toda a teoria
se baseia. Notadamente a “grande” dificuldade encontrada estd exatamente em aceitar como
verdadeiros estes dois postulados, pois estes fogem ao senso comum. Sao eles:

Postulado 1 - Postulado relativistico - As leis da fisica s@o as mesmas para observadores
em diferentes referenciais inerciais.

Postulado 2 - Postulado da velocidade da luz - A frente de onda associada a um dnico
pulso luminoso assume mesma velocidade ¢ relativa a qualquer referencial inercial.

7 - O que é um referencial inercial e porque este é importante para fisica?

Em um referencial inercial qualquer aceleracao observada estd necessariamente associada
a uma forga real. Sendo assim, um referencial inercial nao pode estar acelerado. Exemplo:
Se cientistas vivessem (toda suas vidas) dentro de uma grande caixa fechada, e esta caixa
fosse acelerada por uma forca externa, entao os pesquisadores sentiriam e observariam, em seu
“mundo” (sua natureza), forgas e acelera¢oes ocorrendo sem a necessidade de uma agao; uma
bolinha de gude colocada sobre uma mesa mudaria seu estado de movimento sem a necessidade
de entrar em contato com outro corpo dentro do sistema.

Claro que se nosso mundo fosse uma caixa fechada como esta (e talvez seja), a fisica seria de-
senvolvida de qualquer forma, pois os estudos seriam realizados e conclusoes seriam alcangadas.
Provavelmente neste mundo nao inercial as leis da fisica assumiriam uma forma mais complexa
pois o estado de movimento de um corpo contaria com uma variacao intrinseca. Felizmente,



em nosso mundo (nossa caixa), ao excluirmos todas as forgas observadas dentro de nossa caixa,
a bolinha de gude fica em repouso ou mantem sua velocidade constante em relacao as paredes
da caixa, nao mudando seu estado de movimento. As leis da fisica ficam muito mais simples
desta forma.

Como as leis fisicas assumem formas diferentes dependendo se o referencial é ou nao inercial,
entao temos que optar por trabalharmos com as leis encontradas em um ou em outro tipo de
sistema. Qual vocé escolheria? Obviamente existe uma tendéncia natural de evitarmos maiores
complicagoes; sendo assim os cientistas optaram por trabalhar com as leis fisicas definidas a
partir das caixas nao submetidas a forcas externas, ou seja, os referenciais inerciais.

Além do fato colocado acima, que as leis fisicas assumem maior simplicidade nos referenciais
inerciais, existe um outro aspecto que merece atencao. Uma outra pergunta a ser respondida:

? Dentre todos os referenciais inerciais possiveis, existe algum especial? que apresenta
algum diferencial em relacao aos demais?

A pergunta acima é naturalmente justificada, pois se dentre todos os referenciais inerciais
existir um (ou mais de um) diferenciado(s) em relagao aos demais, entao estariamos novamente
com aquela pergunta — Qual referencial escolho para estudar a natureza?

Para a teoria da relatividade especial (e também para o eletromagnetismo) todos os refe-
renciais inerciais sao absolutamente equivalentes e as leis fisicas independem de qual referencial
inercial escolhemos para trabalhar. Contudo, no inicio do século XX esta questao nao era tao
clara.

Breve histoérico sobre a existéncia de um referencial inercial especial

Porque do postulado 1 (= P1)?

Sabemos que uma onda sonora se propaga através de um meio especifico, a atmosfera (ou
qualquer meio composto por particulas suficientemente proximas). Sendo assim, o referencial
que esta em repouso relativamente ao sistema de particulas responsavel por transmitir a onda de
pressao sonora, possui um diferencial em relacao aos demais. A velocidade da onda sonora, na
atmosfera, é¢ de ~ 300m/s no referencial em repouso relativamente a atmosfera. Para os demais
referenciais (estamos considerando referenciais inerciais) esta velocidade deve ser adicionada a
velocidade do sistema em questao. Algo semelhante éra esperado para a onda de luz; esperava-
se que esta se propagava através de um meio até entao nao detectado. Este meio foi chamado
de eter, e grande parte da comunidade cientifica acreditava que sua deteccao seria questao de
tempo devido as melhorias tecnologicas.

Note que se a existéncia deste eter fosse comprovada, e sabendo que a luz se propaga
através do vacuo, entdo nosso universo (nossa caixa) estaria empregnada com o tal éter e
este definiria entre todos os referenciais inerciais, um especial, o que tivesse velocidade nula
em relagao ao eter, tal como no caso da onda sonora, mas sobre um ponto de vista mais
amplo, todo o universo conhecido. Experimentos que objetivavam a deteccao deste eter foram
realizados no final do século XIX (link - Mepinoo a veLocibans pa Luz). O experimento de Albert
Michelson e Edward Moreley foi realizado em 1887 (hnk - |[EXPERIMENTO DE MICHELSON-MORLEY). Em
resumo, se a onda eletromagnética se propaga através de um eter, entao a velocidade da luz é
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relativa a este eter; sendo assim, referenciais inerciais com diferentes velocidades relativamente
ao suposto eter devem medir velocidades diferentes para a onda eletromagnética, tal como
no caso da onda sonora se propagando pela atmosfera. De fato o experimento de Michelson-
Morley (posteriormente confirmado por varios outros experimentos) indicou que o eter — ou nao
existe ou produz algum efeito sobre os corpos com velocidade relativa a ele, nao permitindo sua
deteccao experimental. Ele encontrou a mesma velocidade para a onda eletromagnética (luz)
a partir de diferentes sistemas inerciais (ver o links relacionados acima).

A conclusao final é: Considere um tnico pulso eletromagnético (ou seja, de luz). A veloci-
dade medida para a propagacao deste pulso é sempre a mesma nao importando a velocidade do
medidor relativamente a fonte de luz. Desta forma, nao existe referencial inercial privilegiado,
logo nao existeE' um meio especifico (eter) através do qual a luz se propaga.

Este resultado fundamenta uma importante caracteristica para os referenciais inerciais. Que
sao todos equivalentes na descri¢ao das leis fisicas. Sendo assim, o postulado 1 esta justificado.

O postulado 2 é consequéncia das evidéncias experimentais comentadas acima.

2 A relatividade do tempo e do espaco

De imetiato — ap6s repetidas comprovacoes experimentais de que a luz viaja com mesma ve-
locidade relativamente a qualquer referencial inercial, estando ou nao em repouso com relacao
a fonte luminosa — a comunidade cientifica do final do século XIX e inicio do século XX se
empenhou em buscar um formalismo fisico e matematico que, diferentemente da mecéanica
Newtoniana, entrasse em concordéncia com os experimentos. Em suma, buscavam relagoes
matematicas capazes de manter a velocidade da luz tendo sempre o mesmo valor independente
do referencial adotado. Hendrik Lorentz obteve as relagoes corretas em 1904.

2.1 As transformacoes de Lorentz

Historicamente, vérias propostas surgiram apods o experimento de Michelson-Morley a fim de
explicar os seus resultados. Em 1889, o irlandés FitzGerald propos a ocorréncia da contragao no
comprimento dos materiais com velocidade relativa ao, até entao assumido como existente, éter.
Esta contracao seria real, ou seja, uma aproximacao interatémica devido a interacao dos &tomos
que compoem o material com o éter. (7 Porqué ele propos isso?) Imaginem que utilizdssemos
uma régua para medir a distancia percorrida pela luz em um determinado tempo,a fim de
obter entao sua velocidade ¢. Considerando a existéncia do éter, uma forma de a velocidade
da luz ser a mesma em referenciais com diferentes velocidades relativamente ao éter seria que
a régua utilizada na medida tivesse diferentes comprimentos dependendo de sua velocidade
em relacao ao éter. Se isso fosse verdade, entao o fato do experimento mostrar a mesma
velocidade para a luz em diferentes referenciais inerciais seria explicado pela impossibilidade de
medirmos a velocidade usando uma régua com mesmo comprimento em todos os referenciais,
o que obviamente, nao retornaria valores reais para a velocidade calculada. Em resumo, esta
proposta sugere uma impossibilidade no processo de medida. Lorentz propos algo semelhante;

INa verdade a primeira hipotese foi que o eter interagia com os materiais utilizados para realizar as medidas
da velocidade da luz. Esta interacao mudaria os comprimentos das “régua” utilizadas para medir distancias,
dependendo da velocidade da régua relativamente ao eter, impossibilitando uma medida correta da velocidade
da luz e fazendo resultar sempre no mesmo valor. Esta hipotese foi abandonada e hoje considera-se que o eter
nao existe e que a velocidade da luz é uma grandeza absoluta da natureza.



ainda pensando no éter ele obteve suas equacoes de uma forma mais detalhada. Sua intencao
foi de encontrar um conjunto de relacoes matematicas cujas variaveis necessarias para célculo
de velocidade da luz se relacionassem de tal forma que impossibilitassem a deteccao do éter
e, como verificaremos, essas relacoes s6 sao possiveis se além da contracao do comprimento,
ocorrer também a dilatagao do tempo.

Procedimento De inicio o procedimento é extremamente simples. Devemos escrever o que

foi observado nos experimentos de Michelson-Morley. Consideremos entao dois sistemas de
. . . — o .

referéncia com velocidade relativa u= u,7, como representamos na Figura [Il

S A u..t ou -u.t’ g
—

Figura 1: Referenciais S e S

Queremos obter a transformagcao (z,y, z,t) < (2, ¢y, 2/, '), ou seja, se em um dos sistemas
um dado evento ocorre em uma determinada posi¢ao e em um determinado momento, entao
em que posicao e momento este mesmo evento é observado de outro referencial inercial?

Antes de iniciarmos a abordagem matematica que nos levara as transformacoes de Lorentz,
vamos colocar a situacao a ser tratada em uma forma apenas ilustrativa. Com isso podemos
desenvolver alguma intuicao.

Situagao: Vamos considerar dois sistemas inerciais com velocidade relativa u, como na Figura
[ Consideremos também que cada sistema conta com um arranjo de reldgios sincronizados
como ilustrado na Figura 2

Da forma como a situagao foi colocada na Figura [Il fica facil concluir que os centros dos
dois sistemas se sobrepoem quando ¢t = t' = 0. Vamos supor entdo que um evento ocorra no
centro comum dos sistemas neste instante; um evento do tipo um pulso de luz. A partir deste
momento (¢ = t' = 0) vamos analisar como dois observadores situados um em cada centro de
sistema observarao o pulso luminoso se afastando. Vamos chamar de Joao o observadof em S
e de Maria o observador em S’.

Sendo assim, nossa analise tem de concordar com as observacoes de Michelson-Morley, que
a luz se propaga com mesma velocidade independente do sistema referencial adotado. Isso
quer dizer que tanto Joao quanto Maria observarao uma frente de onda esférica se afastando
do centro, de seus respectivos referenciais, com velocidade c. A primeira ilustracdo que vem
a mente, geralmente, é a colocada na Figura Bl Na Figura B representamos a visao de cada
observador independentemente. Esta figura estaria correta se assumida do ponto de vista
de Maria ou do ponto de vista de Joao, mas nao se observada simultaneamente como na
Figura. 7 pq? Na realidade existe um tnico evento que é o pulso luminoso. Entao existe,
independentemente do sistema adotado, uma tnica frente de onda se propagando e nao duas
como a Figura nos induz a concluir. Nao pode existir duas frentes de onda se propagando pois
se isso ocorresse, um terceiro observador, por exemplo, longe do pulso luminoso seria alcancado
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Figura 2: Relogios sincronizados e posicionados nos pontos coordenados.

por duas frentes de onda e concluiria que houveram dois eventos, quando na verdade houve
apenas um — entao esta configuragdo nao é aceitével (veremos, mais a frente, que trata-se de
uma impossibilidade de ilustrar uma situagao correta de forma simultanea, pois um desenho
ilustrativo é visto simultaneamente).
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Figura 3: Luz emitida no instante em que os centros dos sistemas se superpoem. Com o passar do
tempo (tanto em S quando em S’) a onda se espande esfericamente, se afastando dos centros com uma
velocidade que é ¢ se medida de S ou se medida de S.

Como resolver a aparente contradicao acima? Temos que obter uma forma de conciliar
dois fatos; 1) O pulso de luz se afasta do centro com velocidade ¢ nos dois referenciais (como
colocado na Figura); 2) So existe uma frente de onda (diferente do que est4 ilustrado na Figura).

Se existe uma tunica frente de onda, seria possivel ilustrarmos esta situacao em uma outra
figura (corrigida em relagao a Figura B)? Vamos tentar e ver o que obtemos. Para isto esco-
lheremos um dos sistemas refereciais para colocar a frente de onda e entao analisaremos o que
ocorre para o outro referente & mesma frente de onda. Vamos escolher Maria como referencial



de observagao "confiavel"(onde a luz se afasta com velocidade ¢ do centro visto por Maria).
A figura ficaria, do ponto de vista de Maria, como ilustramos na Fig. @l Esta situagao esta
correta do ponto de vista de Maria, mas ¢é facil notar, em primeira analise, que algo nao se
encaixa bem para Joao. Observe que se tracarmos duas retas a partir de Joao, em diferentes
diregoes até alcangarem a frente de onda, estas terao diferentes comprimentos. Seriamos levados
a concluir que para Joao a onda se propaga com diferentes velocidades dependendo da direcao
observada. Mas isto nao estéd em acordo com os experimentos de Michelson-Morley. Mais uma
vez precisamos contornar esta aparente contradicao — 7 como?

Resposta: Nao temos muitas opg¢oes onde procurar a resposta. Como é uma questao de
calculo de velocidade e sabemos que independente do sistema e da direcao escolhida temos
que obter um valor ¢; sabendo também que velocidade é obtida por um calculo simples de
v = AS/At; entdo como v = ¢ = constante concluimos que as respostas estao nas variaveis AS
e At. Transportando esta conclusao para as figuras, temos que pensar sobre as relacoes entre
r; e t;, ou seja, nas relacoes de espaco e de tempo, pois como ¢ nao depende do referencial,
entao estas grandezas devem depender. Em suma, concluimos que dependendo do referencial
adotado, as variaveis associadas com distancia e tempo se ajustam de forma a retornar sempre
o mesmo valor para a velocidade da luz independentemente do sistema escolhido ou da direcao
analisada.

Voltando a Figura M somos levados a concluir que r; ocorre em um tempo t; menor que ty
associado com a frente de onda em 79, tal que r1/t; = r9/ts = c. Do ponto de vista de Maria os
pontos P, e P, sao iluminados simultaneamente, pois estao a uma mesma distancia do centro.
Contudo, para Joao estes pontos sao iluminados em momentos diferentes, concluimos entao que
o que ¢ simultaneo para Maria nao ¢ simultaneo para Joao.

Por simetria, chegariamos a uma conclusao analoga se escolhessemos o referencial de Joao
para relacionar a propagacao da onda. Obviamente, nao é possivel ilustrarmos em uma tnica
figura uma situacao que concorde com os postulados e com todos os observadores, visto que
enxergamos a figura em um momento tinico, mas este momento tnico varia de referencial para
referencial. Quero dizer com isso algo do tipo: Suponha que tenhamos uma méquina fotografica
especial capaz de fotografar a frente de onda luminosa (como se fosse uma onda na adgua). Como
ficaria a foto? Seria uma frente de onda esférica em torno de Maria ou em torno de Joao?; ou
quem sabe nao seria esférica? Com certeza seria uma onda esférica, mas seria esférica sempre
no referencial onde se encontrar a maquina fotografica, se esta estiver no referencial de maria,
obteria em sua foto uma onda esférica em torno de Maria; se estiver no referencial de Joao, uma
onda esférica em torno de Joao. Se estiver em um terceiro referencial, obteria uma onda esférica
neste terceiro referencial. Mas como vimos, isto nao significa que existem muitas ondas esféricas
se propagando pelo ar, pois o evento ¢ tnico e esta situagao pode ser contornada através das
relacoes das coordenadas de espaco e de tempo "dilatando"ou "comprimindo"uma ou outra,
de forma a retornar sempre ¢ para velocidade da luz e também concordar com a existéncia de
uma unica frente de onda se propagando.

Apés esta breve tentativa de intuir algo a respeito da transformacoes necessarias
de serem realizadas de forma a concordar com observagoes experimentais, voltemos
a uma abordagem mais técnica, a obtencao das relagcoes matematicas de Lorentz.

Continuarei as transformagoes de Lorentz posteriormente. No momento passemos para a
dindmica relativistica (Este material estd em construcao)



Figura 4: Considerando um tnico pulso luminoso do ponto de vista de Maria.



3 Extendendo a nova cinematica para uma nova dinamica
(newtoniana — relativistica)

Como resultado da reformulacao da cinemética newtoniana, baseada nas transformacoes de
Galileu, somos levados distribuir estas novas informagoes (transformagoes de Lorentz) para
as demais relagoes newtonianas (como momento linear, energia cinética, etc.). Notadamente,
como a mecanica newtoniana sobreviveu (e sobrevive) por algumas centenas de anos com grande
sucesso e ainda é utilizada para aplicagoes diarias, esperamos que a nova mecanica relativistica
se reduza a mecanica newtoniana quando aplicada a experimentos com baixas velocidades
relativamente a velocidade da luz.

Entretanto, do ponto de vista relativistico temos que considerar um detalhe, em particular,
a mais relativamente ao conceito cléssico adotado na mecanica classica newtoniana, onde as
interacgoes entre particulas ficam inteiramente definidas de forma instantanea em funcao de suas
posicoes relativas; como se a interacao entre dois corpos fosse instantanea. Para velocidades
v << ¢ é realmente o que percebemos.

Na abordagem relativistica o conceito de interagao instantanea nao pode ser adotado, afinal,
por exemplo, as distancias relativas entre particulas dependem do referencial adotado.

Procedimento: Basicamente vamos repetir os passos de Isac Newton a fim de obtermos as
relacoes de grandezas como momento linear e energia cinética. Essas grandezas nao podem
ser demonstradas, elas sao definidas de forma heuristica e de forma a concordarem com expe-
rimentos prévios, bem como prevendo, como sucesso, novos experimentos. Tratemos entao da
grandeza quantidade de movimento, ou equivalentemente, momento linear.

3.1 Momento Relativistico

Momento linear: O que é momento linear? E de experiéncia diaria que um objeto Oy pos-
suindo uma massa inercial de repouso mg; e uma velocidade inicial (v; << ¢) = v; ; transmite,
ao chocar-se com um O, de massa mg2 € v;2, parte de sua velocidade para O, alterando as
duas velocidades para seus respectivos valores finais vs; e vyo. Classicamente a quantidade
Q) = mp1.v;1 + Mo 2.v;2 é conservada apds a colisao, como prevé Newton. E natural que ten-
temos algo semelhante para v & ¢, ou seja, relativisticamente. Vamos trabalhar, de forma
equivalente, com o produto das grandezas massa e velocidade e, como dito anteriormente, va-
mos considerar as relagoes de Lorentz, os postulados da relatividade e também que as novas
relagoes (possivelmente novas) se reduzam ao caso esperado para v << c.

Na mecénica newtoniana o momento de uma particula é definido por

p=mu (1)

Na Equagao [ admite-se que m é uma grandeza invariavel da particula. Geralmente m
é medida, por simplicidade, quando a particula estd em repouso relativamente ao referencial
utilizado para estudar a dinamica (laboratorio). ¥ é a velocidade e por definicao ¢ uma me-
dida dindmica, s6 dependendo, para o observador no laboratério, quanto tempo a particula
gasta para percorrer um determinado espago. Vamos prover maior generalidade na abordagem
relativistica deixando a massa m depender da velocidade (m — m(?)); afinal, como a forma
de um objeto muda dependendo de sua velocidade (contracao de Lorentz) e uma determinada
quantidade de energia fornecida a uma particula (como demonstrado experimentalmente) nao
é totalmente convertida em variacao de velocidade, entao uma possibilidade é a ocorréncia na
variacao da massa como funcao da velocidade. Mantendo a forma mais simples e proxima do
formato classico, assumimos entao que o momento relativistico pode ser escrito na forma

p=m(v)v (2)
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Figura 5: Antes da colisao em relagao a S’

Prosseguindo, temos entao de responder algumas perguntas. Sera que m depende realmente
de v? — Se depende, como seria esta dependéncia?

Neste ponto temos de definir um objetivo final, um resultado que desejamos alcangar. Parece
coerente definirmos como resultado desejavel a conservacao de momento relativistico. Se esta
conservagao ocorre ou nao, os experimentos podem, posteriormente, nos auxiliar na confirmacao
desta hipotese. Assumindo-a como verdadeira podemos forgar a condicao de conservacao a fim
de obtermos a forma matematica para m(v). Vamos entdo, considerar um experimento de
colisao entre duas particulas. Nosso procedimento serd simplificado se considerarmos uma
situacao simétrica. Consideremos entao que duas particulas com mesma massa de repouso my
possuam, relativamente a um referensial S’, velocidades iniciais @; ; = w;, para a particula P; e
U; 2 = —U;, para a particula P. Vamos considerar também uma colisao perfeitamente elastica
(as particulas permanecem grudadas apds a colisao).

Como estéa claramente ilustrado na Fig. [l para esta situacao particular (simetria no mo-
vimento das duas particulas em relagao ao referencial S’), o momento é conservado sem a
necessidade do conhecimento da forma m(u).

Vamos entao analisar o mesmo experimento de um outro referencial inercial S’, onde existam
velocidades nao nulas antes e depois da colisao. Dentre as infinitas possibilidades de escolha
para S’ vamos, por simplicidade, escolher um referencial que minimize os calculos matematicos.
Vamos (e isso foi determinado apos algumas tentativas) escolher o referencial da particula com
velocidade negativa. Sendo assim o experimento, do ponto de vista de S’ fica como ilustrado
na Fig.

Da Fig. [f e pelo desejo de que o momento se conserve, queremos que (; = Q)';, assim temos

m(v;).v; = M(u).u (3)

Retomando o foco O que estamos buscando mesmo?
Estamos inferindo a conservacao de energia relativistica a fim de encontrarmos a relagao
m(v) que a possibilite.

v; pode ser obtida através da transformacao de velocidade relativistica, ja estudado. Por fim,
precisamos colocar M (u) como fungao de variaveis conhecidade (massas individuais de repouso
e/ou como fungao da velocidade). Vamos impor entdo a conservagao de massa relativistica
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Figura 6: Antes da colisao em relagao a S’

dada por

M(u) = m(v;) +mg

(4)

A Equacaol], que é relativa ao referencial S’, "diz"que a massa total do sistema é conservada.

Inserindo a relacao [ na Equagao Bl temos que

transformando v; através do sistema S temos

v; = “ +uuu entao m(v;) — m(u)
[

Com mais um pouco de algebra, chega-se em

m(0)

Com este resultado podemos afirmar que o momento linear se conserva se

m(u) =

5 m(0)

Prelativistico - 57 2 U
V1—u?/c

Sendo m(0) a massa de repouso.
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(5)
(6)
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