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Medidas, Grandezas e Unidades: Resumo

Este texto reúne, de forma resumida, os principais conceitos e equações da teoria da
medida e dos erros – útil como consulta rápida antes de uma aula prática, ou como
revisão após o estudo mais detalhado do assunto (Notas de Aula, itens 2 e 3). Não é uma
lista de definições para memorizar isoladamente: cada conceito é apresentado a partir da
situação prática que o torna necessário, e o nome técnico vem só depois, quando já se
sabe por que ele é preciso. Deduções, discussões mais longas e exemplos completos não
são repetidos aqui.

Grandezas Físicas e Unidades

Para informar o comprimento de uma mesa, dizer apenas que ela é “grande” não permite
que outra pessoa saiba exatamente o que observamos: é preciso compará-la a alguma
referência reproduzível por qualquer pessoa. Escolhendo o metro como referência, obtemos
algo como 1,42 m – um número e uma unidade, inseparáveis. É esse ato de comparar que
dá origem aos dois conceitos a seguir: uma grandeza física é uma propriedade à qual se
pode atribuir um valor numérico impessoal, obtido por comparação com um padrão; a
referência padronizada usada para expressá-la é a sua unidade. O Sistema Internacional
de Unidades (SI) define sete grandezas fundamentais:

Grandeza Unidade Símbolo

Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo s
Corrente elétrica ampère A
Temperatura termodinâmica kelvin K
Quantidade de substância mol mol
Intensidade luminosa candela cd

Todas as demais unidades – velocidade (m/s), força (N = kg m/s2), trabalho (J = N m),
potência (W = J/s) – são derivadas dessas sete grandezas fundamentais.

Uma medida direta é o resultado da leitura de um instrumento (um comprimento com
uma régua, uma massa com uma balança). Uma medida indireta resulta de uma relação
matemática entre grandezas diretamente mensuráveis – por exemplo, a velocidade média
v = ∆S/∆t.
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Incertezas

Toda medida deve ser expressa como x ± ∆x.

Suponha que uma mesma grandeza seja medida várias vezes, nas mesmas condições. Uma
possibilidade é obter valores ligeiramente diferentes a cada leitura – a própria repetição
já revela, nesse caso, uma dispersão que pode ser tratada estatisticamente. Mas suponha,
ao contrário, que todas as leituras coincidam exatamente. Seria tentador concluir que
a grandeza é conhecida sem incerteza – conclusão que não é válida: significa apenas
que, dentro da resolução do instrumento, nenhuma diferença foi distinguida. Valores
ligeiramente diferentes da própria grandeza podem produzir a mesma indicação; leituras
idênticas não equivalem, portanto, a incerteza nula.

Medida única (ou leituras sempre idênticas): não há dispersão observável que
permita uma avaliação estatística; ∆x deve então ser estimada a partir da resolução
do instrumento, calibração e demais informações disponíveis – uma avaliação Tipo B,
discutida adiante.

Medidas repetidas com dispersão observável (N vezes): o resultado é x = xm±∆x,
com a média

xm =
N∑︂

i=1

xi

N
. (1)

A forma mais direta de medir a dispersão em torno de xm é a média dos quadrados
dos desvios – é assim, aliás, que a maioria das calculadoras científicas rotula o botão
correspondente, como σN (ou σn):

σN =

⌜⃓⃓⎷ 1
N

N∑︂
i=1

(xm − xi)2. (2)

Expandindo o quadrado (xm − xi)2 dentro da soma, obtém-se a forma tradicional equiva-
lente, em termos da média dos quadrados e do quadrado da média:

σN =
√︂

⟨x2⟩ − ⟨x⟩2, com ⟨x2⟩ = 1
N

N∑︂
i=1

x2
i e ⟨x⟩ = xm. (3)

Há, porém, um problema com σN : para poucas medidas, ela subestima sistematicamente
a dispersão real – e, no caso extremo N = 1, produz um resultado perigoso. Com uma
única medida, xm é a própria medida, de modo que (xm − x1)2 = 0 e σN = 0: a equação
sugere, silenciosamente, incerteza nula a partir de uma única medida – exatamente a
conclusão que um usuário desinformado poderia aceitar sem perceber o erro.

A correção usual consiste em dividir por N − 1 em vez de N :
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∆x = σ = σN−1 =

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

(xm − xi)2

N − 1 (4)

Com essa correção, o caso N = 1 passa a produzir 0/0 – uma indeterminação, não mais
um falso zero: a equação se recusa a fornecer um resultado quando não há, de fato,
informação suficiente para estimar dispersão alguma (é preciso ao menos duas medidas
para perceber que elas diferem entre si). Esse é o papel prático do N −1: além de corrigir
um viés estatístico sistemático (a explicação usual na literatura, ligada aos chamados
graus de liberdade – ao calcular xm a partir dos próprios dados, “gasta-se” um grau de
liberdade, restando N − 1), ele também impede que uma única medida seja tratada como
se fornecesse, por si só, uma estimativa estatística de incerteza. Para N maior que algumas
unidades, a diferença entre σN e σN−1 torna-se desprezível.

Muitas calculadoras e softwares oferecem as duas variantes, rotuladas σN (ou σn) e σN−1
– às vezes chamada s, na notação do GUM/NIST, que reserva σ para o desvio padrão
(desconhecido) da distribuição real, e usa s para a estimativa obtida a partir dos dados.
Nesta disciplina, adota-se σ = σN−1.

O desvio padrão σ (às vezes chamado desvio padrão amostral) mede a dispersão típica
das medidas individuais em torno de xm – em geral, não diminui apenas por aumentar
N . Já a confiabilidade da própria média melhora com mais medidas: mais rigorosamente,
a incerteza estatística de xm é o erro padrão da média (também chamado standard
deviation of the mean, SDOM, na literatura em inglês),

σxm = σ√
N

=

⌜⃓⃓⎷ 1
N

N∑︂
i=1

(xm − xi)2

N − 1

=

√︂
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2
√

N − 1
, (5)

que diminui à medida que N cresce – dispersão das medidas individuais e incerteza da
média não são a mesma coisa. Como antes, o N − 1 no denominador pode ser substituído
por N (a forma populacional, σN/

√
N), com diferença desprezível para N grande.

Na literatura de referência (GUM; NIST TN 1297, Apêndice A.4), o termo incerteza-
padrão é reservado precisamente para σxm = σ/

√
N – o quão bem se conhece xm. As

duas quantidades respondem a perguntas diferentes, e ambas são igualmente úteis: σ
diz em que faixa deve cair uma nova medida individual, se o experimento for repetido;
σ/

√
N diz o quão bem se conhece a própria média xm. Por isso, vale a pena calcular e

reportar as duas ao processar um conjunto de medidas repetidas – xm ±σ e xm ±σ/
√

N –,
identificando sempre, explicitamente, o que cada uma significa: essa prática de nomear o
que se calcula, repetida em cada exemplo, é o que consolida a distinção entre elas. Nesta
disciplina, quando se escreve x = xm ± ∆x para caracterizar a faixa típica de variação
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das medidas, adota-se ∆x = σ; quando o objetivo é expressar especificamente a incerteza
estatística da própria média, usa-se σxm = σ/

√
N .

Para uma distribuição aproximadamente gaussiana: 68,3% das medidas estão em (xm±σ),
95,5% em (xm ± 2σ) e 99,7% em (xm ± 3σ).

Instrumentos de Medida

A resolução de um instrumento é a menor variação que ele diferencia – não é sinônimo
de precisão (repetibilidade das medidas), de exatidão, nem da própria incerteza: um
instrumento de resolução fina pode, ainda assim, ter incerteza dominada por outras fontes,
como uma calibração desatualizada.

Na régua milimetrada, por exemplo, a resolução (1 mm) é conhecida de antemão, sem
medir nada – basta olhar o espaçamento das marcas. Já a precisão só se conhece repetindo
a medição do mesmo objeto e observando o quanto as leituras variam entre si; costuma
ficar próxima de meia divisão (daí a regra usual), mas pode divergir bastante, como mostra
a Tabela 1: cinco leituras repetidas de um mesmo objeto (referência: 83,6 mm) com a
mesma régua (resolução sempre 1 mm) em três estados físicos diferentes.

Tabela 1: Mesma régua milimetrada, resolução nominal 1 mm em todos os casos; referên-
cia do objeto: 83,6 mm.

Estado da régua Leituras (mm) Precisão Exatidão

Nova, traços nítidos 83,5 84,0 83,5 84,0 83,5 boa boa
Traços apagados pelo uso 82,0 85,0 83,0 84,5 82,5 ruim boa
Deformada (esticada) 85,5 86,0 85,5 86,0 85,5 boa ruim

Traços apagados tornam a interpolação inconsistente (precisão ruim); neste exemplo,
apesar disso, a média permanece próxima da referência – mas baixa precisão não garante
nem impede exatidão em geral. Já a régua deformada mantém traços nítidos – leituras
concordantes entre si (precisão boa) –, mas todas deslocadas na mesma direção, porque
os próprios traços estão fisicamente na posição errada (exatidão comprometida). Esse
segundo caso, consistente porém errado, só uma calibração contra referência externa revela
– a repetição, sozinha, não basta.

Em geral, a incerteza de uma medida combina mais de uma fonte – contribuições ligadas
ao instrumento (resolução, calibração) e contribuições estatísticas reveladas pela repetição
das medidas (seção anterior). É exatamente essa combinação que as duas avaliações a
seguir sistematizam.

Quando uma componente de incerteza é obtida pela análise estatística de uma série de
medidas (o desvio padrão da seção anterior), diz-se que foi feita uma avaliação Tipo
A. Quando é obtida por outras informações – resolução do instrumento, certificado de
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calibração, especificação do fabricante, ou conhecimento prévio sobre as condições de
medição, como as discutidas a seguir –, diz-se avaliação Tipo B. Tipo A e Tipo B
(terminologia do GUM/VIM) designam formas de avaliar uma componente de incerteza
– não devem ser confundidos com erro aleatório e erro sistemático, respectivamente (seção
seguinte). Também podem contribuir condições ambientais, como temperatura, pressão e
umidade, quando capazes de alterar o instrumento, o objeto medido ou a própria grandeza
em estudo.

Aparelhos analógicos (réguas, cronômetros de ponteiro, balanças de braço): a incerteza
do instrumento é, em geral, metade da menor divisão de escala.

∆maparelho = 1
2 (resolução do aparelho) (6)

Assim, uma régua milimetrada tem ∆maparelho = 0,5 mm – desde que a menor divisão
seja pequena o bastante, frente à acuidade visual do observador, para que essa regra faça
sentido; escalas com divisões grandes exigem incerteza menor que a metade.

Imagine aplicar ao milímetro da régua um mecanismo de expansão: cada milímetro pas-
saria a ocupar uma distância física X bem maior, e metade dessa divisão expandida,
convertida de volta à grandeza real, seria muito menor que meio milímetro. É exata-
mente isso que o micrômetro faz na prática: seu parafuso de rosca fina converte cada
0,01 mm de deslocamento do fuso em 1/50 de volta do tambor – uma distância física bem
maior e folgadamente distinguível.

No regime oposto, uma régua graduada só em metros inteiros ilustra o mesmo princípio
ao contrário: ninguém estimaria meio metro de incerteza ao posicionar um objeto entre
duas marcas – o olho resolve a posição em poucos centímetros. Em ambos os casos, o
que importa não é o instrumento isoladamente, mas a relação entre a divisão marcada e
a capacidade de percepção de quem lê – uma limitação humana que a tecnologia (lupas,
câmeras, sensores) pode, em princípio, contornar.
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l = (83,6 ± 0,5) mm
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Ampliação (leitura hipotética, com lupa)

Figura 1: Exemplo de leitura com régua milimetrada: comprimento avaliado em l =
(83,6 ± 0,5) mm na leitura direta (painel superior); o painel inferior mostra a mesma
leitura numa ampliação hipotética, discutida a seguir.

O painel de ampliação é só um recurso do desenho, para facilitar a leitura da figura –
não representa uma lupa realmente usada durante a medida. Se fosse: com os traços tão
espaçados quanto ali mostrado, seria razoável estimar l = (83,6 ± 0,1) mm, bem mais
preciso que a leitura a olho nu na régua real.

Aparelhos digitais (cronômetros, multímetros, balanças digitais): o algarismo duvidoso
é o último dígito do display. Na ausência do manual do fabricante – referência preferen-
cial, quando disponível –, adota-se nesta disciplina, por sugestão do autor, o valor 9 na
mesma casa decimal do último dígito exibido, como margem de segurança. Se a leitura
variar também no penúltimo (ou antepenúltimo) algarismo, isso indica uma dispersão ob-
servável das leituras – cuja origem pode estar na própria grandeza, no instrumento (ruído
eletrônico, quantização) ou nas condições de medição –, tratável estatisticamente como
na seção de Incertezas: várias medidas, média e desvio padrão.

O paquímetro, com nônio (vernier) de N divisões, permite resolução 1/N menor que a
da régua. O paquímetro usual do laboratório tem N = 20, resolução 0,05 mm.

Erros e Desvios

É útil imaginar que exista, para cada grandeza, um valor verdadeiro VReal – livre de
qualquer incerteza –, ainda que esse valor nunca seja, de fato, conhecido (só a própria
natureza, ou uma entidade onisciente, o “sabe”; nenhuma delas costuma revelá-lo). Me-
dimos, então, por meio de instrumentos cujas limitações, somadas a outras fontes de
variação, produzem sempre uma medida incerta, como já discutido. O objetivo não é
obter o valor verdadeiro – inacessível por princípio –, mas obter, a partir das medidas,
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uma faixa de valores dentro da qual se acredita que ele esteja, e indicar, dentro dela, o
valor mais provável sugerido pelos dados. É essa faixa que a incerteza expressa.

Dessa ideia nascem duas grandezas: o erro, definido em relação ao valor verdadeiro (por
isso, ele próprio inacessível na prática), Erro = Vobs − VReal; e o desvio, em relação a um
valor adotado Vadot – a melhor estimativa disponível, obtida ao final do experimento:

Desvio = Vobs − Vadot (7)

O desvio compara uma medida individual ao valor adotado – mas este só é conhecido
depois que o experimento inteiro é concluído (é a média de todas as medidas, já vista).
Uma vez determinados o valor adotado e o desvio padrão do conjunto, eles também
permitem estimar a região em que uma nova medida deverá cair com alta probabilidade.
Não confundir: erro (vs. valor verdadeiro, inacessível), desvio (medida individual vs.
valor adotado) e desvio padrão (grandeza agregada que resume a dispersão de todo o
conjunto, já visto) são três coisas diferentes.

O desvio relativo (desvio dividido por Vadot) fornece uma medida adimensional da dis-
crepância em relação a uma referência externa, útil para comparar resultados obtidos em
escalas diferentes: quanto mais próximo de zero, mais exato se considera o resultado. Mas
exatidão, em sentido mais amplo, é uma noção qualitativa – a proximidade do resultado a
um valor de referência confiável –, e não uma grandeza calculada por uma única equação.
Não confundir com a dispersão entre medidas repetidas, que caracteriza a precisão: um
resultado pode ser preciso (pouco disperso) e, ainda assim, pouco exato (deslocado de
uma referência confiável).

Quanto menor a incerteza, melhor – mas instrumentos ou procedimentos menos precisos
não tornam um experimento inferior: ele é tão válido quanto qualquer outro desde que
a incerteza seja honestamente determinada e informada. Mesmo quando há dispersão
apreciável entre as medidas, aumentar o número de repetições reduz a componente es-
tatística da incerteza da média; não elimina, porém, limitações instrumentais nem erros
sistemáticos.

Os erros são classificados em três categorias:

• Grosseiros: imperícia ou distração do operador (leitura errada, erro de paralaxe).
Eliminam-se com medições cuidadosas e repetidas.

• Sistemáticos: origem identificável (instrumento, método, ambiente, modelo teó-
rico); produzem um efeito reprodutível ou previsível sobre o resultado – não ne-
cessariamente um deslocamento constante para o mesmo lado em toda a escala.
Comprometem principalmente a exatidão, e não são eliminados pela simples repe-
tição das medidas.

• Aleatórios (ou acidentais): causas imprevisíveis; comprometem a precisão, mas
podem ser reduzidos pela repetição das medidas e tratados estatisticamente.
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Propagação de Incertezas

Em medidas indiretas, dois métodos são comumente usados: o Método I (conservador,
soma direta dos módulos) e o Método II (soma em quadratura, quando as incertezas
são independentes). Nesta disciplina, adota-se o Método I por padrão.

Soma ou subtração de A = a ± ∆a, B = b ± ∆b, . . . :

s ± ∆s = (a + b + · · · ) ± (|∆a| + |∆b| + · · · ) (Método I) (8)

s ± ∆s = (a + b + · · · ) ±
√︂

(∆a)2 + (∆b)2 + · · · (Método II) (9)

Monômio F = K · A · Bα · Cβ (incerteza relativa):

∆f

f
= ∆k

k
+ ∆a

a
+ |α|∆b

b
+ |β|∆c

c
(Método I) (10)

(︄
∆f

f

)︄2

=
(︄

∆k

k

)︄2

+
(︄

∆a

a

)︄2

+ α2
(︄

∆b

b

)︄2

+ β2
(︄

∆c

c

)︄2

(Método II) (11)

Algarismos Significativos

Por convenção comum na física (não universal em toda a ciência – algumas áreas mantêm
dois algarismos duvidosos), uma medida deve conter apenas um algarismo duvidoso: em
l = 3,24 cm, o 3 e o 2 são precisos, o 4 é duvidoso. Zeros à esquerda do primeiro algarismo
não nulo não são significativos; à direita de um algarismo significativo, são significativos.

Cada algarismo escrito precisa de alguma base real – não pode entrar só porque uma
calculadora o forneceu. Em instrumentos analógicos, essa base vem de uma estimativa
visual entre os traços da escala, como no exemplo a seguir; em digitais, não há traços para
interpolar, e a base passa a ser a especificação do fabricante (ou a convenção já vista na
seção anterior). De qualquer forma, só se escreve o que o instrumento e as condições de
medição realmente sustentam.

Como caso particular de leitura analógica, na régua da Figura 1: os algarismos “83”
vêm de contar traços, são certos; o “6” de 83,6 mm vem de uma única estimativa visual
(a fração do espaço entre os traços de 83 e 84 mm), e é o algarismo duvidoso – só
pode haver um, porque só há uma estimativa possível nesse tipo de leitura. Reportar
l = 83,67898 mm seria sem sentido: nada na régua distingue 83,67 de 83,68 mm, muito
menos um quinto decimal – são dígitos sem correspondência física, artefatos de uma conta.
Na leitura ampliada (mesma figura), a estimativa é mais confiável (por isso ±0,1 mm, não
±0,5 mm), mas continua sendo a mesma única estimativa, do mesmo algarismo duvidoso
– ampliar a escala reduz a dúvida sobre um algarismo, não cria um novo do nada. Mesmo
princípio vale, por exemplo, para um termômetro de 1 ◦C por divisão: lê-se T = 23,4 ◦C
(um duvidoso, estimado entre marcas); T = 23,437291 ◦C não faria sentido.
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Já manter dois algarismos significativos na incerteza – comum na química e em contextos
metrológicos mais rigorosos (GUM) – é, sobretudo, uma convenção de reporte, não
uma consequência física necessária da origem da medida. Ainda assim, essa convenção
tende a aparecer mais em valores obtidos por propagação (seção anterior) do que em
leituras diretas de escala como a da régua: valores propagados raramente resultam de
uma única estimativa visual, o que torna menos óbvio – e mais discutível – limitar-se a
um só algarismo duvidoso nesses casos.

Soma/subtração: arredondar até a casa decimal da parcela menos precisa (ex.: 12,34+
1,2 = 13,54 → 13,5). Produto/divisão: manter o número de algarismos significativos
do fator menos preciso.

Regra da incerteza (nesta disciplina): um algarismo significativo em ∆x, com ex-
ceção: se o algarismo mais significativo for 1, usam-se dois (arredondar 1,4 para 1
perderia quase 30% do valor). Em contextos de maior rigor metrológico (calibração,
química analítica), o GUM recomenda até dois algarismos significativos.

Em Síntese

Escolhida a grandeza e a unidade em que expressá-la, mede-se por comparação. Verifica-
se então se a repetição revela dispersão – e, mesmo quando não revela, isso não significa
incerteza nula, pois permanecem limitações de resolução e de calibração. Havendo dis-
persão, constroem-se ferramentas estatísticas (média, desvio padrão) para descrevê-la;
havendo uma referência externa confiável, distingue-se precisão de exatidão e passa a ser
possível avaliar o desvio do resultado em relação a essa referência. Quando o resultado
depende de várias grandezas, suas incertezas são propagadas pelo modelo matemático
que as relaciona. Cada nome técnico deste resumo surgiu para resolver um problema
concreto encontrado nesse percurso – o objetivo não é memorizar a lista, mas reconhecer
o problema por trás de cada nome.
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