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Medidas, Grandezas e Unidades: Resumo

Este texto retine, de forma resumida, os principais conceitos e equagoes da teoria da
medida e dos erros — 1util como consulta rapida antes de uma aula pratica, ou como
revisao apos o estudo mais detalhado do assunto (Notas de Aula, itens 2 e 3). Nao é uma
lista de defini¢bes para memorizar isoladamente: cada conceito é apresentado a partir da
situagao pratica que o torna necessario, e o nome técnico vem s6 depois, quando ja se
sabe por que ele é preciso. Dedugoes, discussdes mais longas e exemplos completos nao
sao repetidos aqui.

Grandezas Fisicas e Unidades

Para informar o comprimento de uma mesa, dizer apenas que ela é “grande” nao permite
que outra pessoa saiba exatamente o que observamos: é preciso compara-la a alguma
referéncia reproduzivel por qualquer pessoa. Escolhendo o metro como referéncia, obtemos
algo como 1,42 m — um ndmero e uma unidade, insepardveis. E esse ato de comparar que
da origem aos dois conceitos a seguir: uma grandeza fisica é uma propriedade a qual se
pode atribuir um valor numérico impessoal, obtido por comparacao com um padrao; a
referéncia padronizada usada para expressa-la é a sua unidade. O Sistema Internacional
de Unidades (SI) define sete grandezas fundamentais:

Grandeza Unidade Simbolo
Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo s
Corrente elétrica ampere A
Temperatura termodinamica kelvin K
Quantidade de substancia mol mol
Intensidade luminosa candela cd

Todas as demais unidades — velocidade (m/s), forga (N = kgm/s?), trabalho (J = Nm),
poténcia (W = J/s) — sdo derivadas dessas sete grandezas fundamentais.

Uma medida direta é o resultado da leitura de um instrumento (um comprimento com
uma régua, uma massa com uma balanca). Uma medida indireta resulta de uma relagao
matematica entre grandezas diretamente mensuraveis — por exemplo, a velocidade média

v =AS/At.



Incertezas

Toda medida deve ser expressa como xr + Ax.

Suponha que uma mesma grandeza seja medida varias vezes, nas mesmas condi¢des. Uma
possibilidade é obter valores ligeiramente diferentes a cada leitura — a propria repeticao
ja revela, nesse caso, uma dispersao que pode ser tratada estatisticamente. Mas suponha,
ao contrario, que todas as leituras coincidam exatamente. Seria tentador concluir que
a grandeza é conhecida sem incerteza — conclusao que nao é valida: significa apenas
que, dentro da resolugdo do instrumento, nenhuma diferenca foi distinguida. Valores
ligeiramente diferentes da préopria grandeza podem produzir a mesma indicacao; leituras
idénticas nao equivalem, portanto, a incerteza nula.

Medida tnica (ou leituras sempre idénticas): ndo ha dispersao observivel que
permita uma avaliagdo estatistica; Ax deve entdo ser estimada a partir da resolugao
do instrumento, calibracao e demais informagoes disponiveis — uma avaliacdo Tipo B,
discutida adiante.

Medidas repetidas com dispersao observéavel (N vezes): o resultado é x = z,,, £ Ax,
com a média

xng% (1)

A forma mais direta de medir a dispersao em torno de z,, é a média dos quadrados
dos desvios — é assim, alids, que a maioria das calculadoras cientificas rotula o botao
correspondente, como oy (ou 0,,):
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Expandindo o quadrado (z,, — z;)? dentro da soma, obtém-se a forma tradicional equiva-
lente, em termos da média dos quadrados e do quadrado da média:

on = /@) — ()2, com (z?) ]IV >t e fa) = o (3)

H4, porém, um problema com oy: para poucas medidas, ela subestima sistematicamente
a dispersao real — e, no caso extremo N = 1, produz um resultado perigoso. Com uma
tinica medida, x,, é a propria medida, de modo que (z,, — z1)?> = 0 e o = 0: a equagio
sugere, silenciosamente, incerteza nula a partir de uma tnica medida — exatamente a
conclusao que um usuario desinformado poderia aceitar sem perceber o erro.

A corregao usual consiste em dividir por N — 1 em vez de N:
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Com essa corregao, o caso N = 1 passa a produzir 0/0 — uma indeterminagao, ndo mais
um falso zero: a equagao se recusa a fornecer um resultado quando nao ha, de fato,
informacao suficiente para estimar dispersao alguma (é preciso ao menos duas medidas
para perceber que elas diferem entre si). Esse é o papel pratico do N —1: além de corrigir
um viés estatistico sistematico (a explicagdo usual na literatura, ligada aos chamados
graus de liberdade — ao calcular z,, a partir dos proprios dados, “gasta-se” um grau de
liberdade, restando N — 1), ele também impede que uma unica medida seja tratada como
se fornecesse, por si s6, uma estimativa estatistica de incerteza. Para N maior que algumas
unidades, a diferenca entre oy e oy_1 torna-se desprezivel.

Muitas calculadoras e softwares oferecem as duas variantes, rotuladas oy (ou 0,,) € on_;
— as vezes chamada s, na notagdo do GUM/NIST, que reserva o para o desvio padrao
(desconhecido) da distribuigdo real, e usa s para a estimativa obtida a partir dos dados.
Nesta disciplina, adota-se 0 = oy_1.

O desvio padrao o (as vezes chamado desvio padrao amostral) mede a dispersao tipica
das medidas individuais em torno de x,, — em geral, nao diminui apenas por aumentar
N. Ja a confiabilidade da prépria média melhora com mais medidas: mais rigorosamente,
a incerteza estatistica de x,, é o erro padrao da média (também chamado standard
deviation of the mean, SDOM, na literatura em inglés),
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que diminui a medida que N cresce — dispersao das medidas individuais e incerteza da
média nao sao a mesma coisa. Como antes, o N — 1 no denominador pode ser substituido
por N (a forma populacional, o /v/N), com diferenca desprezivel para N grande.

Na literatura de referéncia (GUM; NIST TN 1297, Apéndice A.4), o termo incerteza-
padrao é reservado precisamente para o,, = o/ V/N — o quédo bem se conhece z,,. As
duas quantidades respondem a perguntas diferentes, e ambas sao igualmente tuteis: o
diz em que faixa deve cair uma nova medida individual, se o experimento for repetido;
o/ V/N diz o quao bem se conhece a prépria média z,,. Por isso, vale a pena calcular e
reportar as duas ao processar um conjunto de medidas repetidas — 2, £ e z,, £0 /v N -,
identificando sempre, explicitamente, o que cada uma significa: essa pratica de nomear o
que se calcula, repetida em cada exemplo, é o que consolida a distin¢ao entre elas. Nesta
disciplina, quando se escreve x = x,, = Az para caracterizar a faixa tipica de variagao



das medidas, adota-se Ax = o; quando o objetivo é expressar especificamente a incerteza
estatistica da prépria média, usa-se o, = /v N.

Para uma distribui¢ao aproximadamente gaussiana: 68,3% das medidas estdo em (z,,+0),
95,5% em (x,, +20) e 99,7% em (x,, + 30).

Instrumentos de Medida

A resolugao de um instrumento é a menor variacao que ele diferencia — nao é sinénimo
de precisao (repetibilidade das medidas), de exatidao, nem da prépria incerteza: um
instrumento de resolucao fina pode, ainda assim, ter incerteza dominada por outras fontes,
como uma calibracao desatualizada.

Na régua milimetrada, por exemplo, a resolu¢ao (1 mm) é conhecida de antemao, sem
medir nada — basta olhar o espagamento das marcas. J& a precisdo s6 se conhece repetindo
a medicdo do mesmo objeto e observando o quanto as leituras variam entre si; costuma
ficar préxima de meia divisao (daf a regra usual), mas pode divergir bastante, como mostra,
a Tabela 1: cinco leituras repetidas de um mesmo objeto (referéncia: 83,6 mm) com a
mesma régua (resolu¢ido sempre 1 mm) em trés estados fisicos diferentes.

Tabela 1: Mesma régua milimetrada, resolu¢do nominal 1 mm em todos os casos; referén-
cia do objeto: 83,6 mm.

Estado da régua Leituras (mm) Precisao Exatidao
Nova, tragos nitidos 83,5 84,0 83,5 84,0 83,5 boa boa
Tracos apagados pelo uso 82,0 85,0 83,0 84,5 82,5 ruim boa
Deformada (esticada) 85,5 86,0 85,5 86,0 85,5 boa ruim

Tracos apagados tornam a interpolacao inconsistente (precisdo ruim); neste exemplo,
apesar disso, a média permanece préxima da referéncia — mas baixa precisdo ndo garante
nem impede exatidao em geral. Ja a régua deformada mantém tracos nitidos — leituras
concordantes entre si (precisao boa) —, mas todas deslocadas na mesma dire¢ao, porque
os proprios tragos estdo fisicamente na posi¢ao errada (exatiddo comprometida). Esse
segundo caso, consistente porém errado, s6 uma calibracao contra referéncia externa revela
— a repeticao, sozinha, nao basta.

Em geral, a incerteza de uma medida combina mais de uma fonte — contribuicoes ligadas
ao instrumento (resolugdo, calibracao) e contribuigdes estatisticas reveladas pela repetigao
das medidas (segao anterior). E exatamente essa combinacio que as duas avaliacoes a
seguir sistematizam.

Quando uma componente de incerteza é obtida pela andlise estatistica de uma série de
medidas (o desvio padrao da segdo anterior), diz-se que foi feita uma avaliagdo Tipo
A. Quando é obtida por outras informagoes — resolugao do instrumento, certificado de

4



calibracao, especificacdo do fabricante, ou conhecimento prévio sobre as condigoes de
medicao, como as discutidas a seguir —, diz-se avaliacao Tipo B. Tipo A e Tipo B
(terminologia do GUM/VIM) designam formas de avaliar uma componente de incerteza
—nao devem ser confundidos com erro aleatdrio e erro sistematico, respectivamente (se¢ao
seguinte). Também podem contribuir condigoes ambientais, como temperatura, pressao e
umidade, quando capazes de alterar o instrumento, o objeto medido ou a propria grandeza
em estudo.

Aparelhos analégicos (réguas, cronémetros de ponteiro, balangas de brago): a incerteza,
do instrumento é, em geral, metade da menor divisao de escala.

1

AMapareiho = 5 (resolugao do aparelho) (6)

Assim, uma régua milimetrada tem Amgpareno = 0,0 mm — desde que a menor divisao
seja pequena o bastante, frente a acuidade visual do observador, para que essa regra faca
sentido; escalas com divisoes grandes exigem incerteza menor que a metade.

Imagine aplicar ao milimetro da régua um mecanismo de expansao: cada milimetro pas-
saria a ocupar uma distancia fisica X bem maior, e metade dessa divisao expandida,
convertida de volta a grandeza real, seria muito menor que meio milimetro. E exata-
mente isso que o micrometro faz na pratica: seu parafuso de rosca fina converte cada
0,01 mm de deslocamento do fuso em 1/50 de volta do tambor — uma distancia fisica bem
maior e folgadamente distinguivel.

No regime oposto, uma régua graduada sé em metros inteiros ilustra o mesmo principio
ao contrario: ninguém estimaria meio metro de incerteza ao posicionar um objeto entre
duas marcas — o olho resolve a posicao em poucos centimetros. Em ambos os casos, o
que importa nao é o instrumento isoladamente, mas a relagao entre a divisao marcada e
a capacidade de percepcao de quem 1é — uma limitagdo humana que a tecnologia (lupas,
cameras, sensores) pode, em principio, contornar.



Régua milimetrada
1= (83,6 + 0,5) mm
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Figura 1: Exemplo de leitura com régua milimetrada: comprimento avaliado em [ =
(83,6 + 0,5) mm na leitura direta (painel superior); o painel inferior mostra a mesma
leitura numa ampliacdo hipotética, discutida a seguir.

O painel de ampliacao é s6 um recurso do desenho, para facilitar a leitura da figura —
nao representa uma lupa realmente usada durante a medida. Se fosse: com os tragos tao
espagados quanto ali mostrado, seria razoavel estimar [ = (83,6 + 0,1) mm, bem mais
preciso que a leitura a olho nu na régua real.

Aparelhos digitais (cronometros, multimetros, balangas digitais): o algarismo duvidoso
é o ultimo digito do display. Na auséncia do manual do fabricante — referéncia preferen-
cial, quando disponivel —, adota-se nesta disciplina, por sugestao do autor, o valor 9 na
mesma casa decimal do ltimo digito exibido, como margem de seguranca. Se a leitura
variar também no pentltimo (ou antepeniltimo) algarismo, isso indica uma dispersao ob-
servavel das leituras — cuja origem pode estar na prépria grandeza, no instrumento (ruido
eletronico, quantizacdo) ou nas condigoes de medigao —, tratével estatisticamente como
na se¢do de Incertezas: varias medidas, média e desvio padrao.

O paquimetro, com nénio (vernier) de N divisoes, permite resolu¢ao 1/N menor que a
da régua. O paquimetro usual do laboratério tem N = 20, resolucao 0,05 mm.

Erros e Desvios

E ttil imaginar que exista, para cada grandeza, um valor verdadeiro Vg, — livre de
qualquer incerteza —, ainda que esse valor nunca seja, de fato, conhecido (s6 a proépria
natureza, ou uma entidade onisciente, o “sabe”; nenhuma delas costuma reveld-lo). Me-
dimos, entdao, por meio de instrumentos cujas limitacoes, somadas a outras fontes de
variagdo, produzem sempre uma medida incerta, como ja discutido. O objetivo nao é
obter o valor verdadeiro — inacessivel por principio —, mas obter, a partir das medidas,



uma faixa de valores dentro da qual se acredita que ele esteja, e indicar, dentro dela, o
valor mais provavel sugerido pelos dados. E essa faixa que a incerteza expressa.

Dessa ideia nascem duas grandezas: o erro, definido em rela¢ao ao valor verdadeiro (por
isso, ele préprio inacessivel na pratica), Erro = V,ps — Vgear; € 0 desvio, em relagdo a um
valor adotado V,4,; — a melhor estimativa disponivel, obtida ao final do experimento:

Desvio = Vs — Vador (7)

O desvio compara uma medida individual ao valor adotado — mas este s6 é conhecido
depois que o experimento inteiro é concluido (é a média de todas as medidas, ja vista).
Uma vez determinados o valor adotado e o desvio padrao do conjunto, eles também
permitem estimar a regiao em que uma nova medida devera cair com alta probabilidade.
Nao confundir: erro (vs. valor verdadeiro, inacessivel), desvio (medida individual vs.
valor adotado) e desvio padrao (grandeza agregada que resume a dispersao de todo o
conjunto, ja visto) sao trés coisas diferentes.

O desvio relativo (desvio dividido por V,4) fornece uma medida adimensional da dis-
crepancia em relacao a uma referéncia externa, 1til para comparar resultados obtidos em
escalas diferentes: quanto mais préximo de zero, mais exato se considera o resultado. Mas
exatidao, em sentido mais amplo, ¢ uma nocao qualitativa — a proximidade do resultado a
um valor de referéncia confidvel —, e nao uma grandeza calculada por uma tnica equacao.
Nao confundir com a dispersao entre medidas repetidas, que caracteriza a precisao: um
resultado pode ser preciso (pouco disperso) e, ainda assim, pouco exato (deslocado de
uma referéncia confidvel).

Quanto menor a incerteza, melhor — mas instrumentos ou procedimentos menos precisos
nao tornam um experimento inferior: ele é tao valido quanto qualquer outro desde que
a incerteza seja honestamente determinada e informada. Mesmo quando ha dispersao
apreciavel entre as medidas, aumentar o nimero de repeticoes reduz a componente es-
tatistica da incerteza da média; nao elimina, porém, limitagoes instrumentais nem erros
sistematicos.

Os erros sao classificados em trés categorias:

« Grosseiros: impericia ou distragao do operador (leitura errada, erro de paralaxe).
Eliminam-se com medic¢es cuidadosas e repetidas.

» Sistematicos: origem identificavel (instrumento, método, ambiente, modelo teé-
rico); produzem um efeito reprodutivel ou previsivel sobre o resultado — nao ne-
cessariamente um deslocamento constante para o mesmo lado em toda a escala.
Comprometem principalmente a exatidao, e nao sao eliminados pela simples repe-
ticao das medidas.

« Aleatdrios (ou acidentais): causas imprevisiveis; comprometem a precisao, mas
podem ser reduzidos pela repeticao das medidas e tratados estatisticamente.



Propagacao de Incertezas

Em medidas indiretas, dois métodos sdo comumente usados: o Método I (conservador,
soma direta dos médulos) e o Método II (soma em quadratura, quando as incertezas
sdo independentes). Nesta disciplina, adota-se o Método I por padrao.

Soma ou subtracaode A=a+ Aa, B=b+ Ab, ...:

stAs=(a+b+---)x(|Aa|+ |AY +--) (Método I) (8)

sEAs=(a+b+-)E£1/(Aa)2+ (Ab)2+---  (Método II) (9)

Monoémio F = K - A- B®- C? (incerteza relativa):

Aff - Akk Aa |a|Abb + \5|ACC (Método I) (10)

<Aff>2 _ <Ak’f>2 . (Aaaf Lo (Abby + g (f)z (Método T1) (1)

Algarismos Significativos

Por convengao comum na fisica (ndo universal em toda a ciéncia — algumas areas mantém
dois algarismos duvidosos), uma medida deve conter apenas um algarismo duvidoso: em
[ = 3,24 cm, 0 3 e 0 2 sao precisos, 0 4 ¢ duvidoso. Zeros a esquerda do primeiro algarismo
nao nulo nao sao significativos; a direita de um algarismo significativo, sao significativos.

Cada algarismo escrito precisa de alguma base real — nao pode entrar s6 porque uma
calculadora o forneceu. Em instrumentos analdgicos, essa base vem de uma estimativa
visual entre os tracos da escala, como no exemplo a seguir; em digitais, nao ha tracos para
interpolar, e a base passa a ser a especificagdo do fabricante (ou a convengao ja vista na
secao anterior). De qualquer forma, sb se escreve o que o instrumento e as condigdes de
medicao realmente sustentam.

Como caso particular de leitura analdgica, na régua da Figura 1: os algarismos “83”
vém de contar tracos, sao certos; o “6” de 83,6 mm vem de uma tunica estimativa visual
(a fragdo do espaco entre os tragos de 83 e 84 mm), e é o algarismo duvidoso — s6
pode haver um, porque s6 ha uma estimativa possivel nesse tipo de leitura. Reportar
[ = 83,67898 mm seria sem sentido: nada na régua distingue 83,67 de 83,68 mm, muito
menos um quinto decimal — sao digitos sem correspondéncia fisica, artefatos de uma conta.
Na leitura ampliada (mesma figura), a estimativa é mais confiavel (por isso £0,1 mm, nao
+0,5 mm), mas continua sendo a mesma dnica estimativa, do mesmo algarismo duvidoso
—ampliar a escala reduz a duvida sobre um algarismo, nao cria um novo do nada. Mesmo
principio vale, por exemplo, para um termémetro de 1°C por divisao: 1é-se T' = 23,4°C
(um duvidoso, estimado entre marcas); T' = 23,437291 °C nao faria sentido.



Ja manter dois algarismos significativos na incerteza — comum na quimica e em contextos
metrologicos mais rigorosos (GUM) — é, sobretudo, uma convengao de reporte, nao
uma consequéncia fisica necessaria da origem da medida. Ainda assim, essa conven¢ao
tende a aparecer mais em valores obtidos por propagacao (se¢ao anterior) do que em
leituras diretas de escala como a da régua: valores propagados raramente resultam de
uma unica estimativa visual, o que torna menos 6bvio — e mais discutivel — limitar-se a
um s6 algarismo duvidoso nesses casos.

Soma /subtracao: arredondar até a casa decimal da parcela menos precisa (ex.: 12,34+
1,2 = 13,54 — 13,5). Produto/divisdo: manter o nimero de algarismos significativos
do fator menos preciso.

Regra da incerteza (nesta disciplina): um algarismo significativo em Az, com ex-
cegao: se o algarismo mais significativo for 1, usam-se dois (arredondar 1,4 para 1
perderia quase 30% do valor). Em contextos de maior rigor metroldgico (calibragao,
quimica analitica), o GUM recomenda até dois algarismos significativos.

Em Sintese

Escolhida a grandeza e a unidade em que expressa-la, mede-se por comparacao. Verifica-
se entao se a repeticao revela dispersao — e, mesmo quando nao revela, isso nao significa
incerteza nula, pois permanecem limitagoes de resolucao e de calibragao. Havendo dis-
persao, constroem-se ferramentas estatisticas (média, desvio padrao) para descrevé-la;
havendo uma referéncia externa confiavel, distingue-se precisao de exatidao e passa a ser
possivel avaliar o desvio do resultado em relagdo a essa referéncia. Quando o resultado
depende de varias grandezas, suas incertezas sao propagadas pelo modelo matematico
que as relaciona. Cada nome técnico deste resumo surgiu para resolver um problema
concreto encontrado nesse percurso — o objetivo nao é memorizar a lista, mas reconhecer
o problema por tras de cada nome.



