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Capítulo 1

Apresentação

1.1 Sobre este texto

O laboratório oferece ao estudante a oportunidade de vivenciar, de forma quantitativa, fenô-
menos físicos que até então foram discutidos apenas no plano teórico. A experiência prática
evidencia as limitações inerentes à aplicação de modelos físicos a situações reais e introduz o
estudante às estratégias empregadas para reduzir e quantificar essas incertezas. O propósito
de uma disciplina experimental é duplo: demonstrar princípios físicos gerais e desenvolver a
capacidade de realizar medições experimentais com rigor.

Este texto reúne um estudo introdutório à teoria de erros e ao tratamento estatístico de dados
obtidos em laboratório, a construção e interpretação de gráficos, e os métodos de ajuste linear e
não linear – conteúdo comum a diferentes disciplinas experimentais de física (Física Experimental
I, II, e demais), independentemente do conjunto específico de experimentos realizado em cada
uma. Os roteiros de cada experimento são apresentados em documentos próprios, independentes
deste texto-base, permitindo reaproveitar, atualizar ou substituir um experimento sem alterar o
material teórico comum. A estrutura da disciplina, os critérios de avaliação e o cronograma de
cada turma são tratados no respectivo Plano de Ensino, não neste documento.

1.2 Elaboração de Relatórios Científicos

O formato exigido para os relatórios experimentais é uma escolha particular do professor respon-
sável pela disciplina, e não um padrão único e imutável. É desejável, na verdade, que professores
diferentes adotem abordagens diferentes ao longo da formação do estudante: essa diversidade
evita que o aluno se acostume a procedimentos repetidos e engessados, e ajuda a evidenciar que
os procedimentos científicos são dinâmicos e maleáveis – não existe uma única forma correta de
tratar um problema experimental ou de apresentar seus resultados.

Feita esta ressalva, sugere-se, como exemplo, que os relatórios sejam elaborados no formato
típico de artigos científicos de alta qualidade, amplamente adotado pela comunidade científica
internacional. Essa prática, além de treinar o estudante na comunicação científica que encon-
trará ao longo de toda a sua formação – e também de sua vida profissional, seja na carreira
acadêmica ou na empresarial, nas quais pesquisas, avaliações, relatórios, reuniões e, de modo
geral, a apresentação de resultados são atividades cotidianas –, exige uma síntese mais criteriosa
das ideias do que formatos puramente descritivos. Trata-se, portanto, de uma habilidade que
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acompanha o profissional muito além do ambiente acadêmico.

Exemplos de relatórios em formato de artigo científico

Exemplos de relatórios elaborados por estudantes em semestres anteriores, corrigidos e
comentados pelo professor, estão disponíveis em:

http://magnetism.com.br/RoteirosExperimentaisCorrigidos.html

É importante ressaltar que esses exemplos não representam necessariamente trabalhos de
alta qualidade científica – são produções de estudantes em fase de graduação –, mas servem
como referência prática do formato esperado, acompanhados das correções e comentários
do professor.

Estrutura de um Artigo Científico

A estrutura tradicional de um artigo científico segue o modelo conhecido como IMRaD (In-
troduction, Methods, Results and Discussion), amplamente adotado por periódicos científicos
internacionais. Cada seção cumpre uma função específica, tanto para quem escreve quanto para
quem lê:

1. Resumo (Abstract): embora apareça como a primeira seção do texto, é, na prática, a
última a ser escrita – só é possível resumir com precisão um trabalho já concluído. Sua
função é permitir que o leitor decida rapidamente se o restante do texto interessa aos seus
propósitos: um pesquisador com interesse potencial no tema raramente dispõe de tempo
para ler um artigo inteiro apenas para concluir, ao final, que ele não era relevante para sua
investigação. Por isso, lê-se primeiro o resumo e, caso o tema pareça pertinente, avança-
se diretamente para a conclusão – um leitor já especialista no assunto frequentemente
dispensa até mesmo a introdução. O resumo deve, em um único parágrafo, sintetizar o
que foi feito de relevante no trabalho, como foi feito (quando a metodologia empregada
for, em si, de interesse particular) e quais foram os resultados obtidos, incluindo os valores
quantitativos mais relevantes, nos experimentos de caráter quantitativo.

2. Introdução: destina-se sobretudo ao leitor não especialista – o estudante, o engenheiro
interessado em aplicar um resultado, ou qualquer leitor que ainda não domine o tema. Se-
gue, tipicamente, uma estrutura em funil, do mais geral ao mais específico: contextualiza
o fenômeno físico investigado, situando-o historicamente (quando se iniciaram suas primei-
ras observações, qual sua importância para o desenvolvimento científico) e evidenciando
sua relevância para aplicações cotidianas – o estudo do eletromagnetismo, por exemplo,
tornou possível, entre tantas outras aplicações, a comunicação a distância praticamente
instantânea; os estudos sobre incandescência deram origem, entre outras, à iluminação elé-
trica artificial. São apenas dois exemplos ilustrativos: cada fenômeno físico costuma estar
na base de diversas aplicações tecnológicas, muito além da mencionada. Esse percurso
conduz o leitor até o chamado estado da arte do tópico, preparando-o para compreender
a motivação do trabalho – embora, como se discute a seguir, essa motivação assuma uma
forma particular no caso dos experimentos clássicos tratados nas disciplinas experimentais.
Quando o fenômeno em estudo for descrito por relações matemáticas bem estabelecidas,
é também na introdução que essas equações devem ser apresentadas – numeradas, para
referência posterior –, já que serão elas a fundamentar a interpretação quantitativa dos
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resultados nas seções seguintes. A introdução deve, por fim, encerrar-se com o objetivo
específico do trabalho, apresentado somente depois de o leitor já dispor do contexto e do
referencial teórico necessários para compreendê-lo.

3. Metodologia (ou Materiais e Métodos): descreve os materiais e equipamentos uti-
lizados e o procedimento experimental, com detalhamento suficiente para que outro pes-
quisador seja capaz de reproduzir o experimento e obter resultados equivalentes. No caso
de equipamentos comerciais, recomenda-se indicar fabricante e modelo: essa informação
permite ao leitor consultar as especificações técnicas do instrumento – sua finalidade, faixa
de operação e limitações –, além de facilitar a montagem de um aparato equivalente por
quem tiver interesse em reproduzir o experimento. Já para aparatos de construção própria,
sem especificação técnica padronizada disponível, a descrição deve ser mais detalhada, in-
cluindo a lista de materiais empregados e, sempre que possível, um esquema ilustrativo ou
fotografia da montagem.

4. Resultados e Discussão: apresenta o tratamento matemático aplicado aos dados co-
letados – as equações empregadas na análise, incluindo a propagação de incertezas – e
os resultados finais obtidos. De cada gráfico, linear ou ajustado por um modelo feno-
menológico não linear, extraem-se os parâmetros que representam a física do fenômeno:
coeficientes angular e linear, no caso de ajustes lineares, ou os parâmetros do próprio mo-
delo, no caso de ajustes computacionais não lineares. São esses parâmetros extraídos –
e não os dados brutos que lhes deram origem – que devem ser reunidos em tabelas, ao
final do tratamento gráfico, para comparação com as previsões teóricas apresentadas na
introdução. Tabelas de dados brutos de coleta só se justificam quando esses dados forem,
eles próprios, o objetivo final do trabalho, e não um meio para se chegar a outro resul-
tado; caso contrário, já estão adequadamente representados no gráfico que deles resulta.
Discuta então os resultados, comparando-os quantitativamente com a teoria e explicando
eventuais divergências e suas possíveis causas. Cálculos intermediários repetitivos também
não devem constar do corpo do texto; se o professor exigir o registro completo dos dados
e dos cálculos, inclua-o em um apêndice.

5. Conclusão: retoma, de forma breve, o objetivo enunciado ao final da introdução e sinte-
tiza o resultado central obtido, indicando se a previsão teórica foi confirmada dentro das
incertezas experimentais. Ao contrário da seção de Resultados e Discussão – onde a aná-
lise é detalhada e percorre cada resultado individualmente –, a conclusão deve ser concisa:
não repete a metodologia, não reproduz tabelas, gráficos ou citações, e evita reexaminar
os resultados um a um. Cabe também apontar, brevemente, as principais limitações do
experimento – fontes de erro não eliminadas, simplificações do modelo teórico empregado –
e, quando pertinente, sugerir melhorias no procedimento que poderiam refinar o resultado
obtido em uma eventual repetição do experimento. Quando o objetivo é alcançado com
sucesso, a conclusão pode ainda indicar, em uma ou duas frases, possíveis desdobramen-
tos que essa validação viabiliza: uma investigação mais aprofundada do fenômeno, um
experimento correlato de maior complexidade, ou uma aplicação prática da relação física
confirmada.

Vale uma ressalva importante para o contexto das disciplinas experimentais. Em um artigo de
pesquisa original, destinado à publicação, o estado da arte apresentado na introdução aponta
necessariamente para alguma questão ainda em aberto – é isso que justifica e motiva o trabalho
relatado. Os experimentos tratados nessas disciplinas, porém, são clássicos: o conhecimento
físico que ilustram está consolidado há muito tempo, sem controvérsias científicas remanescentes,
de modo que não faz sentido apresentá-los como se estivessem resolvendo uma questão em aberto.
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Ainda assim, é didaticamente valioso escrever a introdução sob uma perspectiva histórica:
colocar-se, hipoteticamente, no lugar dos cientistas que investigaram o fenômeno pela primeira
vez – Galileu, Newton, Hooke, Einstein, entre tantos outros –, dispondo apenas da tecnologia
e do conhecimento de sua própria época, e refletir sobre como teriam procedido diante do pro-
blema. Embora estejamos hoje em um momento histórico muito mais avançado, compreender
como cada passo científico foi dado, em seu tempo, aproxima o estudante da verdade geral de um
tópico – verdade que, em sentido mais amplo, talvez nunca seja definitivamente alcançada. Esse
exercício de imaginação tem, no entanto, um limite proposital: ao contrário do cientista da época
que se procura imitar, o estudante que escreve hoje já dispõe de todo o tempo decorrido desde
então para conhecer os desdobramentos reais daquela investigação. Cabe a ele, portanto, sair
momentaneamente desse papel e citar, como um vislumbre do futuro a partir do momento his-
tórico imaginado, os benefícios tecnológicos e científicos hoje conhecidos do fenômeno estudado
– algo que o próprio cientista da época, evidentemente, ainda não poderia antever.

Ao final do texto, inclui-se ainda a lista de referências bibliográficas que fundamentaram o
trabalho.
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Capítulo 2

Abordagem Teórica

2.1 Introdução à Física Experimental

O método experimental é parte essencial do método científico: um conjunto de procedimentos e
critérios que permite compreender e explicar, de modo confiável, as leis e os fenômenos naturais.
De forma esquemática, esse processo compreende cinco fases interligadas – observação, busca
de relações entre fatos observados, formulação de hipóteses e planejamento de experiências de
verificação, realização dos experimentos e, por fim, interpretação dos dados e divulgação dos
resultados – que se retroalimentam continuamente, gerando um acúmulo progressivo de conhe-
cimento.

Para que essa retroalimentação seja confiável, o método experimental deve satisfazer dois re-
quisitos fundamentais: a reprodutibilidade – os experimentos devem poder ser repetidos por
qualquer pessoa, nas mesmas condições – e o princípio da falseabilidade – toda proposição
científica deve admitir experimentos capazes de refutá-la, caso não confirme as previsões do
modelo.

A Física fundamenta-se na observação e na medida de propriedades físicas, frequentemente
por meio de instrumentos que estendem a capacidade sensorial humana. Toda medida está
sujeita a erros – do instrumento, do operador ou inerentes ao próprio fenômeno –, de modo
que o conhecimento dos métodos de medição e do tratamento estatístico dos dados é condição
essencial para a prática experimental.

Este capítulo intercala explicações e deduções com as expressões que delas resultam. Sempre que
uma dedução ou discussão mais longa culminar em uma equação de aplicação direta – pronta
para ser usada no tratamento de dados experimentais –, essa equação será destacada em uma
caixa como as que aparecem a seguir, permitindo ao leitor localizá-la rapidamente, ou consultá-la
diretamente, sem necessariamente acompanhar toda a dedução que a precede.

2.2 Teoria da Medida e dos Erros

2.2.1 Grandezas Físicas e Padrões de Medida

Uma grandeza física é uma propriedade à qual se pode atribuir um valor numérico impessoal,
obtido por comparação com um padrão. O Sistema Internacional de Unidades (SI) define sete
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grandezas fundamentais:

Tabela 2.1: Grandezas físicas fundamentais do Sistema Internacional de Unidades (SI).

Grandeza Unidade Símbolo

Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo s
Corrente elétrica ampère A
Temperatura termodinâmica kelvin K
Quantidade de substância mol mol
Intensidade luminosa candela cd

Todas as demais unidades – velocidade (m/s), força (N = kg m/s2), trabalho (J = N m), potência
(W = J/s) – são derivadas dessas sete grandezas fundamentais.

2.2.2 Medidas Diretas e Indiretas

Uma medida direta é o resultado da leitura de um instrumento (um comprimento com uma
régua, uma massa com uma balança). Uma medida indireta resulta da aplicação de uma
relação matemática entre grandezas diretamente mensuráveis – por exemplo, a velocidade média
v = ∆S/∆t, obtida a partir da distância percorrida e do intervalo de tempo.

2.2.3 Erros e Desvios

Toda grandeza física possui, presume-se, um valor verdadeiro VReal – o valor que ela de
fato tem na natureza, isento de qualquer incerteza. Esse valor, no entanto, nunca é realmente
conhecido: só a própria natureza (ou, para quem preferir, uma entidade onisciente, seja qual for
o nome que se dê a ela) "sabe"o valor exato de um fenômeno, e nem a natureza nem qualquer
divindade costumam revelá-lo diretamente ao experimentador. O que resta a este último é medir
a grandeza por meio de instrumentos, cujas limitações – somadas a outras fontes de variação,
como o operador, o ambiente e o próprio fenômeno –, produzem sempre uma medida incerta.

O objetivo de um experimento não é, portanto, obter o valor verdadeiro em si – ele é, por
princípio, inacessível –, mas obter, a partir dos procedimentos e instrumentos disponíveis, uma
faixa de valores dentro da qual se acredita que o valor verdadeiro esteja, e indicar, dentro dessa
faixa, o valor mais provável sugerido pelas medidas. É exatamente essa faixa que a incerteza
expressa (Seção 2.2.5): quanto menor a incerteza, mais estreita é a faixa, e mais preciso o valor
mais provável indicado dentro dela.

Dessa distinção nascem duas grandezas relacionadas, mas diferentes. O erro de uma medida é
definido em relação ao valor verdadeiro – e é, por isso, ele próprio inacessível na prática:

Erro = Vobs − VReal (2.1)
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Já o desvio é definido em relação a um valor adotado Vadot: a melhor estimativa dispo-
nível para o valor verdadeiro, obtida ao final do experimento por meio dos procedimentos e
do tratamento estatístico dos dados coletados – tipicamente, a média das medidas realizadas
(Seção 2.2.5):

Desvio = Vobs − Vadot (2.2)

Vale precisar o papel do desvio nesse esquema. Ele compara uma medida individual ao valor
adotado – mas, como visto acima, o valor adotado só é conhecido depois que o experimento
inteiro foi realizado e finalizado (é, tipicamente, a média de todas as medidas obtidas). Não há,
portanto, um valor adotado disponível durante a coleta de dados, para comparar cada medida
a ele em tempo real; o desvio de uma medida individual só existe depois que o próprio conjunto
de medidas – do qual ela faz parte – já determinou o valor adotado.

O desvio individual se torna útil, então, uma vez concluído o experimento: com um valor adotado
e uma incerteza (o desvio padrão de todo o conjunto de medidas, Seção 2.2.5) já determinados,
esse resultado permite informar, a quem for realizar uma nova medida no futuro, a região em que
ela deve estar situada com alta probabilidade, e qual seria o valor médio esperado caso muitas
novas medidas fossem repetidas – já que isso foi determinado pelo experimento já concluído. É
nesse sentido, ponto a ponto, que o desvio de uma medida individual é uma grandeza útil.

Não confundir, portanto, três grandezas distintas: o erro (medida individual frente ao valor
verdadeiro – inacessível, e por isso nunca de fato utilizado); o desvio (medida individual frente
ao valor adotado); e o desvio padrão (Seção 2.2.5), que não é o desvio de uma única medida,
mas uma grandeza agregada, que resume a dispersão de todo o conjunto de medidas em torno
do valor adotado.

O desvio relativo, obtido pela razão entre o desvio e o valor adotado, fornece uma medida
adimensional da discrepância em relação ao valor adotado e permite comparar a exatidão de
diferentes resultados – já que compara o valor observado a uma referência externa, e não a
dispersão entre medidas repetidas (que é o que caracteriza a precisão).

Deseja-se, evidentemente, que a incerteza de uma medida seja a menor possível – mas isso não
significa que um experimento realizado com instrumentos ou procedimentos menos precisos seja
inferior a outro. Um experimento tem tanta validade quanto qualquer outro desde que suas
incertezas sejam honestamente determinadas e informadas: a precisão disponível limita o que
se pode concluir a partir dos dados, não a validade do próprio experimento. Mesmo quando há
dispersão apreciável entre as medidas, aumentar o número de repetições reduz a componente
estatística da incerteza da média, pelo tratamento apresentado a seguir; não elimina, porém,
limitações instrumentais nem erros sistemáticos.

2.2.4 Classificação de Erros

Os erros são geralmente classificados em três categorias:

• Erros grosseiros: decorrem de imperícia ou distração do operador (leitura errada de
escala, erro de cálculo, erro de paralaxe). Devem ser eliminados por meio de medições
cuidadosas e repetidas.

• Erros sistemáticos: têm origem identificável – o instrumento, o método de observação,
efeitos ambientais ou simplificações do modelo teórico – e produzem um efeito reprodutível
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ou previsível sobre o resultado, comprometendo principalmente a exatidão. Não se trata
necessariamente de um deslocamento constante para o mesmo lado em toda a escala do
instrumento – uma calibração inadequada, por exemplo, pode deslocar a leitura para um
lado numa região da escala e para o outro em outra –, e esse tipo de erro não é eliminado
pela simples repetição das medidas.

• Erros aleatórios (ou acidentais): decorrem de causas imprevisíveis (instabilidade do
instrumento, variações ambientais) e comprometem a precisão. Ao contrário dos sistemá-
ticos, seu efeito pode ser reduzido pela repetição das medidas e tratado estatisticamente.

2.2.5 Incertezas

Toda medida deve ser expressa na forma x ± ∆x, onde ∆x é a incerteza associada. Há duas
situações típicas:

Medida única (ou leituras sempre idênticas). Quando a grandeza é medida uma única vez
– ou quando repetições não revelam dispersão –, não há dispersão observável que permita uma
avaliação estatística; a incerteza ∆x deve então ser estimada a partir das informações disponíveis
sobre o processo de medição: resolução do instrumento, calibração, especificações do fabricante
e demais contribuições relevantes – uma avaliação Tipo B, discutida adiante (Seção 2.3).

Medidas repetidas. Medindo-se N vezes a mesma grandeza sob as mesmas condições, o
resultado é expresso como x = xm ± ∆x, onde xm é a média das N medidas:

xm =
N∑︂

i=1

xi

N
(2.3)

e a dispersão pode ser estimada pelo desvio absoluto médio,

∆x =
N∑︂

i=1

|xm − xi|
N

, (2.4)

ou como o desvio padrão – a forma adotada nesta apostila –,

∆x = σ =

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

(xm − xi)2

N − 1 . (2.5)

σ e σ/
√

N respondem a perguntas diferentes, e ambas são igualmente úteis. σ é o desvio padrão
das medidas individuais: o quanto cada xi tipicamente se afasta de xm, e a faixa em que se
espera que caia uma nova medida, caso o experimento seja repetido. Já σ/

√
N – o erro padrão

da média – diz o quão bem se conhece, estatisticamente, a própria média xm; é menor que σ,
e tanto menor quanto mais medidas forem realizadas. Na literatura de referência (GUM; NIST
TN 1297, Apêndice A.4), o termo incerteza-padrão é reservado especificamente para σ/

√
N .

Por serem informações complementares, vale a pena calcular e reportar as duas ao processar um
conjunto de medidas repetidas – xm ± σ e xm ± σ/

√
N –, identificando sempre, explicitamente,

o que cada uma significa. Essa prática de nomear o que se calcula, repetida a cada exemplo
tratado nesta apostila, é o que consolida a distinção entre elas – em vez de memorizá-la como
uma regra abstrata. Nesta apostila, quando se escreve x = xm ± ∆x para caracterizar a faixa
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típica de variação das medidas, adota-se ∆x = σ; quando o objetivo é expressar especificamente
a incerteza estatística da própria média, usa-se σ/

√
N .

Quando os erros aleatórios resultam da combinação de muitas contribuições pequenas e inde-
pendentes, é frequente que a distribuição das medidas seja aproximadamente gaussiana – caso
em que 68,3% das medidas estão no intervalo (xm − σ, xm + σ), 95,5% em (xm − 2σ, xm + 2σ)
e 99,7% em (xm − 3σ, xm + 3σ).

2.2.6 Propagação de Incertezas

Nas medidas indiretas, a incerteza da grandeza final depende das incertezas de cada grandeza me-
dida diretamente e da forma funcional que as relaciona. Considerando V = f(x1 ±∆x1, . . . , xn ±
∆xn), dois métodos são comumente empregados:

Método I: ∆V =
n∑︂

i=1

⃓⃓⃓⃓
∂V

∂xi

⃓⃓⃓⃓
∆xi (2.6)

Método II: ∆V =

⌜⃓⃓⎷ n∑︂
i=1

(︃
∂V

∂xi

)︃2
∆x2

i (2.7)

O Método I fornece uma estimativa conservadora, somando diretamente os módulos das con-
tribuições. O Método II, mais adequado quando as incertezas de x1, . . . , xn são independentes,
soma-as em quadratura (eleva ao quadrado, soma, depois extrai a raiz) – é essa a forma usada,
por exemplo, na incerteza dos coeficientes do método dos mínimos quadrados (Seção 2.4.3).

Para os casos mais frequentes em laboratório, essas expressões se reduzem a regras práticas,
em suas duas versões – Método I (conservadora) e Método II (quadratura, para incertezas
independentes). Na soma ou subtração de grandezas A = a ± ∆a, B = b ± ∆b, . . . :

s ± ∆s = (a + b + · · · ) ± (|∆a| + |∆b| + · · · ) (Método I) (2.8)

s ± ∆s = (a + b + · · · ) ±
√︂

(∆a)2 + (∆b)2 + · · · (Método II) (2.9)

Para uma relação do tipo monômio F = K · A · Bα · Cβ, a incerteza relativa é dada pela soma
das incertezas relativas de cada fator (Método I) ou pela soma em quadratura dessas mesmas
parcelas (Método II):

∆f

f
= ∆k

k
+ ∆a

a
+ |α|∆b

b
+ |β|∆c

c
(Método I) (2.10)

(︃∆f

f

)︃2
=
(︃∆k

k

)︃2
+
(︃∆a

a

)︃2
+ α2

(︃∆b

b

)︃2
+ β2

(︃∆c

c

)︃2
(Método II) (2.11)

Nesta apostila, a versão conservadora (Método I) é a adotada por padrão, salvo quando indicado
o contrário – por exemplo, na incerteza dos coeficientes do método dos mínimos quadrados,
calculada com o Método II (Seção 2.4.3).
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2.2.7 Algarismos Significativos

A medida de uma grandeza física é sempre aproximada. Nesta apostila, adota-se a convenção –
discutida com mais detalhe a seguir, comum na física mas não universal em toda a ciência – de
que uma medida deve conter apenas um algarismo duvidoso: por exemplo, l = 3,24 cm indica
que os algarismos 3 e 2 são precisos e o 4 é duvidoso. Zeros à esquerda do primeiro algarismo
não nulo não são significativos; zeros à direita de um algarismo significativo são significativos.
Na soma e na subtração, o resultado deve ser arredondado até a casa decimal da parcela menos
precisa – por exemplo, 12,34 + 1,2 = 13,54 deve ser arredondado para 13,5, acompanhando a
precisão de 1,2; no produto e na divisão, o resultado deve ter o mesmo número de algarismos
significativos do fator menos preciso.

Cada algarismo escrito precisa de justificativa

Vale insistir num ponto essencial: cada algarismo escrito numa medida precisa de alguma base
real – não pode ser incluído apenas porque uma calculadora o forneceu. Em instrumentos analó-
gicos, com escala subdividida em traços, essa base vem de uma estimativa visual da posição entre
duas marcas, como no exemplo a seguir. Já em digitais, sem traços entre os quais interpolar, ela
vem da especificação do fabricante – a resolução e a incerteza documentadas para o equipamento
–, discutida adiante na seção de Instrumentos de Medida. Nos dois casos, só é plausível escrever
algarismos até a precisão que o instrumento e as condições de medição realmente sustentam.

Como caso particular de leitura analógica, retome-se o exemplo da régua milimetrada (Fi-
gura 2.1): a marca lida está entre os traços de 83 e 84 mm. Os algarismos “83” são certos
– basta contar os traços da régua até ali. O algarismo seguinte, o “6” de 83,6 mm, vem de uma
única estimativa visual: a fração do espaço entre os traços de 83 e 84 mm que a marca ocupa
(aproximadamente 60%) – esse é o algarismo duvidoso, e só pode existir um, porque só há uma
estimativa visual possível nesse tipo de leitura.

Suponha, agora, que alguém reportasse essa mesma leitura como l = 83,67898 mm. O que
justificaria a presença dos algarismos 0,07898? Nada: não há, na régua, nenhuma informação
visual capaz de distinguir, por exemplo, 83,67 mm de 83,68 mm – muito menos de determinar o
quinto algarismo decimal. Esses dígitos adicionais não vêm de observação alguma; são artefatos
de uma operação aritmética (uma divisão, por exemplo), sem correspondência física com o que
foi de fato observado.

O mesmo raciocínio vale na leitura ampliada, hipotética, da própria Figura 2.1: com os traços
mais espaçados, a estimativa visual da fração entre eles pode ser feita com mais confiança – daí
a incerteza menor, ±0,1 mm em vez de ±0,5 mm –, mas continua sendo uma única estimativa
visual, do mesmo algarismo duvidoso (o “6”), apenas com menos dúvida em torno dele. Ampliar
a escala reduz a incerteza do algarismo duvidoso; não cria um novo algarismo a partir do nada.

O mesmo princípio se aplica a qualquer leitura em escala graduada. Um termômetro com
divisões de 1 ◦C, por exemplo, permite ler diretamente os graus inteiros e estimar visualmente
a fração entre duas marcas consecutivas – um único algarismo duvidoso, como em T = 23,4 ◦C.
Reportar T = 23,437291 ◦C seria, pelo mesmo argumento, desprovido de sentido: não há, no
termômetro, nenhuma informação visual que sustente o sétimo algarismo.

Em instrumentos digitais, porém, esse argumento visual não se aplica – não há traços entre os
quais estimar uma fração. A justificativa para os algarismos exibidos no display vem de outra
fonte: a especificação do fabricante (ou, em sua ausência, a convenção adotada nesta apostila),
como será detalhado na seção de Instrumentos de Medida. O princípio continua o mesmo – só
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escrever o que tem lastro –, mas a origem desse lastro muda de natureza.

Já a presença de dois algarismos duvidosos – prática adotada em outras áreas, como a química,
e mencionada na ressalva do início desta seção – surge tipicamente de outra origem: não de uma
medida direta, mas de um valor obtido por propagação, através de uma relação matemática que
combina várias medidas independentes (Seção 2.2.6). Cada medida de entrada contribui com sua
própria incerteza, e o resultado combinado não corresponde a uma única estimativa visual, mas
à composição de várias – o que pode, legitimamente, sustentar mais de um algarismo duvidoso
no resultado final.

Quantos algarismos significativos usar na incerteza?

Vale aqui uma distinção: o "algarismo duvidoso"discutido acima é uma propriedade da medida
x – o último dígito, estimado visualmente, que a acompanha. Já a pergunta desta subseção é
outra: quando a própria incerteza ∆x é calculada (por exemplo, um desvio padrão como 0,347),
com quantos algarismos significativos ela deve ser escrita? São convenções relacionadas, mas
distintas.

Ao longo desta apostila, adota-se a convenção de um único algarismo significativo na incerteza
– prática comum em cursos introdutórios de física experimental, que privilegia a simplicidade
e evita transmitir uma falsa impressão de precisão. Essa convenção segue a regra proposta
por TAYLOR (1997), referência clássica em análise de erros: a incerteza deve, via de regra,
ser arredondada para um algarismo significativo, com uma exceção – quando o algarismo mais
significativo da incerteza for 1, usam-se dois algarismos. A razão é proporcional: arredondar
uma incerteza de 1,4 para 1 representa uma redução de quase 30% do seu valor, uma perda de
informação grande demais para ser ignorada; já arredondar 8,4 para 8 altera o valor em menos
de 5%, uma perda aceitável.

Em campos que exigem maior rigor metrológico – como calibração de instrumentos, química
analítica e, de modo geral, laboratórios credenciados –, a convenção mais usada é diferente:
o Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement (GUM), norma internacional de
referência em metrologia (JCGM, 2008, §7.2.6), recomenda relatar a incerteza padrão com, no
máximo, dois algarismos significativos – não impondo sempre exatamente dois, mas limitando o
excesso de precisão aparente. Essa recomendação evita tanto o excesso de dígitos sem significado
metrológico quanto a perda desnecessária de informação por arredondamento – importante em
contextos, como calibração e certificados de laboratório, em que resultados são combinados em
cadeias de medição mais longas.

Nenhuma das duas convenções está errada: a escolha reflete o equilíbrio entre simplicidade
didática e rigor metrológico que cada contexto exige. Nesta apostila, mantém-se a convenção
de um algarismo significativo (com a exceção do algarismo líder igual a 1), mas o estudante
deve estar ciente de que, em outras disciplinas – como a química analítica – ou em ambientes
profissionais que exijam rastreabilidade metrológica, a convenção de até dois algarismos pode
ser exigida.

2.3 Instrumentos de Medida

A resolução de um instrumento corresponde à menor variação da grandeza física que ele é
capaz de diferenciar – não confundir com a precisão, que se refere à repetibilidade das medidas
(Seção 2.2.5), e que só pode ser avaliada repetindo a medição.
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Na régua milimetrada, por exemplo, a resolução é 1 mm – uma especificação do próprio instru-
mento, conhecida de antemão, sem que seja necessário medir nada: basta observar o espaçamento
das marcas. Já a precisão só é conhecida repetindo a medição do mesmo objeto, nas mesmas
condições, e observando o quanto as leituras variam entre si. As duas costumam ficar numeri-
camente próximas nesse caso particular – se o observador for consistente ao interpolar entre as
marcas, a dispersão das repetições tende a ficar perto de meia divisão, e é por isso que “metade
da menor divisão” funciona bem como estimativa a priori da precisão quando a medida não é
repetida (Seção 2.2.5). Mas as duas grandezas podem divergir, e o desgaste físico do instrumento
ilustra bem como.

A Tabela 2.2 mostra cinco leituras repetidas de um mesmo objeto – cujo comprimento de re-
ferência, obtido por um instrumento mais preciso, é 83,6 mm –, feitas com a mesma régua
milimetrada em três estados físicos diferentes.

Tabela 2.2: Cinco leituras repetidas do mesmo objeto (referência: 83,6 mm), com a mesma régua
milimetrada (resolução nominal de 1 mm em todos os casos) em três estados físicos diferentes.

Estado da régua Leituras repetidas (mm) Precisão Exatidão

Nova, traços nítidos 83,5 84,0 83,5 84,0 83,5 boa boa
Traços apagados pelo uso 82,0 85,0 83,0 84,5 82,5 ruim boa
Deformada (esticada), traços nítidos 85,5 86,0 85,5 86,0 85,5 boa ruim

Nos três casos, a resolução nominal continua 1 mm – o espaçamento entre os traços, em si, não
mudou. O que muda de um caso para o outro são a precisão e a exatidão, e cada uma se degrada
por um mecanismo físico diferente: traços apagados tornam a interpolação inconsistente – as
leituras se espalham mais (precisão ruim); neste exemplo, ainda assim, a média permanece
próxima do valor de referência – mas baixa precisão não garante nem impede exatidão em
geral. Já uma régua deformada mantém traços nítidos e fáceis de ler – as leituras continuam
concordando bem entre si (precisão boa) –, mas todas elas estão deslocadas na mesma direção,
porque os próprios traços estão fisicamente na posição errada (exatidão comprometida). É
precisamente esse segundo caso – consistente, porém errado – que a repetição da medida, sozinha,
não detecta: só uma calibração contra uma referência externa revelaria o problema.

Adotando aqui a versão conservadora de propagação (Método I, Seção 2.2.6), a incerteza to-
tal de uma medida é a soma das contribuições do instrumento e dos erros aleatórios: ∆m =
∆maparelho + ∆maleatórios. Também podem contribuir condições ambientais, como temperatura,
pressão e umidade, quando capazes de alterar o instrumento, o objeto medido ou a própria
grandeza em estudo.

Quando uma componente de incerteza é obtida pela análise estatística de uma série de medidas
(o desvio padrão, Seção 2.2.5), diz-se que foi feita uma avaliação Tipo A. Quando é obtida
por outras informações – resolução do instrumento, certificado de calibração, especificação do
fabricante, ou conhecimento prévio sobre as condições de medição –, diz-se avaliação Tipo B.
Tipo A e Tipo B (terminologia do GUM/VIM) designam formas de avaliar uma componente
de incerteza – não devem ser confundidos com erro aleatório e erro sistemático, respectivamente
(Seção 2.2.4).

Nos aparelhos analógicos (réguas, cronômetros de ponteiro, balanças de braço), a incerteza
do instrumento é usualmente adotada como metade de sua menor divisão de escala:
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∆maparelho = 1
2 (resolução do aparelho) (2.12)

Assim, uma régua milimetrada tem incerteza de escala ∆maparelho = 0,5 mm.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

l = (83,6 ± 0,5) mm

Régua milimetrada

80 85 90

algarismo duvidoso
(estimado entre traços)

83,6 ± 0,1 mm (hipotético)

Ampliação (leitura hipotética, com lupa)

Figura 2.1: Exemplo de leitura com régua milimetrada: comprimento avaliado em l = (83,6 ±
0,5) mm na leitura direta (painel superior). O painel inferior mostra a mesma leitura numa
ampliação hipotética, com traços fisicamente mais espaçados – caso essa ampliação existisse de
fato (por exemplo, por meio de uma lupa), a incerteza estimada seria menor, l = (83,6±0,1) mm.

Vale ressaltar que essa regra – adotar metade da menor divisão como incerteza do instrumento
– não é um padrão universal, válido para qualquer escala; ela depende do quão pequena a
menor divisão é frente à capacidade visual do observador. No caso do milímetro, essa divisão
já é pequena o suficiente para que outras fontes de incerteza – o posicionamento do zero de
referência, a acuidade visual de quem observa, eventuais vibrações do sistema, e até a espessura
e a qualidade das marcações, que variam de fabricante para fabricante – possam, isoladamente,
produzir uma dúvida da mesma ordem, ou maior, que meio milímetro. É nesse regime que faz
sentido adotar metade da menor divisão como incerteza do aparelho. Mas se a menor divisão de
uma escala for, frente à capacidade de observação humana, expressivamente grande, a incerteza
deve ser menor que sua metade. Observe a própria ampliação na Figura 2.1: se o tamanho real
dos traços da régua fosse o mostrado nesse zoom, você ainda diria que meio milímetro – ou, na
escala ampliada, metade da distância entre dois traços consecutivos – é uma incerteza razoável?

A resposta é não – mas vale precisar por quê. O painel de ampliação da Figura 2.1 é apenas um
recurso do desenho, para tornar a leitura da figura mais clara: ele não representa uma lupa de fato
usada durante a medição, e por isso a leitura reportada continua l = (83,6±0,5) mm, referente à
régua real. Mas, se o observador de fato dispusesse de uma ampliação como essa ao ler a régua –
por meio de uma lupa, por exemplo –, seria razoável estimar algo como l = (83,6±0,1) mm: com
os traços tão espaçados, dá para afirmar com confiança que a marca está entre 50% e 80% do
intervalo entre 83 e 84 mm, não apenas “em algum lugar” dentro dele. É exatamente esse o papel
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da tecnologia mencionado antes – lupas, câmeras, sensores – na superação de uma limitação que
é, em última análise, humana: a mesma régua, a mesma resolução nominal de 1 mm, mas uma
incerteza cinco vezes menor, alcançada apenas por mudar a capacidade de quem lê.

Imagine, hipoteticamente, aplicar ao próprio milímetro da régua um mecanismo de expansão:
por engrenagens, por exemplo, cada milímetro passaria a ser propagado para uma distância física
X bem maior, de modo que a marca antes quase imperceptível ao olho se espalhasse por um traço
largo e nitidamente distinguível. Nesse cenário hipotético, a regra de meia divisão continuaria
válida – mas aplicada à divisão expandida: metade dela, convertida de volta para a grandeza
real (o milímetro original), corresponderia a uma fração muito menor que meio milímetro.

É exatamente esse mecanismo, na prática, que o micrômetro realiza. Seu parafuso de rosca
fina converte um pequeno deslocamento linear do fuso em uma rotação bem maior do tambor
graduado: no micrômetro métrico usual, uma volta completa do tambor corresponde a apenas
0,5 mm de deslocamento do fuso, e essa volta é dividida em 50 traços – cada um representando,
portanto, 0,01 mm. Ao contrário do milímetro na régua, cuja menor divisão já está no limite da
percepção visual, aqui o mecanismo espalha fisicamente cada centésimo de milímetro por uma
distância bem maior ao longo da circunferência do tambor, tornando os traços folgadamente dis-
tinguíveis a olho nu. É precisamente o regime descrito acima, em que a incerteza do instrumento
pode ser tomada como menor que metade da menor divisão nominal: com prática, é possível
interpolar com confiança frações menores que meio traço, aproveitando o espaçamento generoso
que o próprio mecanismo do parafuso proporciona.

O regime oposto – divisões grandes demais para a regra de meia divisão fazer sentido – também
tem um exemplo fácil de imaginar: uma régua graduada apenas em metros inteiros, sem qualquer
subdivisão. Ninguém diria, ao posicionar um objeto entre a marca de 1 m e a de 2 m, que
a incerteza da leitura é de meio metro; o olho humano, sem nenhum instrumento auxiliar,
estima essa posição dentro de poucos centímetros – uma fração pequena da divisão marcada.
Aplicar cegamente a regra de meia divisão a essa régua produziria uma incerteza absurdamente
superestimada.

Em todos esses casos – a régua milimetrada, o micrômetro, a régua metrada –, o que determina
se a regra de meia divisão é apropriada não é uma propriedade fixa do instrumento, mas a
relação entre o tamanho da menor divisão e a capacidade de percepção de quem faz a leitura.
Essa capacidade é uma limitação humana – e limitações humanas podem, em princípio, ser
contornadas por meios tecnológicos: uma lupa, um microscópio, ou uma câmera digital acoplada
a um sensor de alta resolução tornam distinguíveis divisões que, a olho nu, pareceriam um
único traço indistinto. A regra de meia divisão, portanto, não descreve uma propriedade do
instrumento isoladamente, mas do sistema formado pelo instrumento e por quem – ou o que –
realiza a leitura.

Nos aparelhos digitais (cronômetros, multímetros, balanças digitais), o algarismo duvidoso é
lido diretamente no display. Fabricantes de instrumentos digitais costumam fornecer, no manual
do equipamento, a incerteza associada a cada escala de medida: essas especificações resultam de
testes de estabilidade, reprodutibilidade e precisão realizados pelo próprio fabricante, e podem
depender de fatores como a qualidade dos componentes eletrônicos empregados e a precisão do
sistema de alimentação elétrica do aparelho. Como apenas o fabricante conhece em detalhe as
limitações de seu equipamento, a incerteza indicada no manual deve sempre ser a referência
preferencial para o tratamento da medida.

O último algarismo mostrado no display é sempre o algarismo duvidoso – isso é certo. O que
não se sabe, na ausência do manual, é a real magnitude dessa dúvida: o fabricante pode ter
projetado o aparelho de modo que esse algarismo seja bastante confiável, ou, ao contrário, sujeito
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a flutuações consideráveis, e essa precisão real permanece desconhecida sem a informação do
fabricante. Diante disso, adota-se nesta apostila – por sugestão do autor, e não como um padrão
estabelecido na literatura – o maior valor possível para um único algarismo, o 9, posicionado
exatamente na mesma casa decimal do último dígito exibido, de modo a garantir uma margem
de segurança diante desse desconhecimento.

Por exemplo, se um multímetro exibe a leitura 3,45567 V, o último algarismo (o 7) ocupa a casa
dos 10−5; a incerteza estimada seria, então, o algarismo 9 posto nessa mesma casa:

∆maparelho = 0,00009 V (2.13)

Há, no entanto, uma situação particular que merece atenção: quando a leitura de um mostrador
digital varia no tempo não apenas no último algarismo, mas também no penúltimo – ou até no
antepenúltimo –, isso indica uma dispersão observável nas leituras, cuja origem nem sempre está
no instrumento: pode vir da própria grandeza medida, de ruído eletrônico interno do aparelho,
de efeitos de quantização, ou das condições de medição. O exemplo a seguir ilustra um caso em
que a origem está de fato na grandeza medida – mas essa não é a única possibilidade, e a origem
específica precisa ser investigada em cada situação.

Um exemplo esclarece o ponto. Ao medir a tensão de uma tomada residencial nominalmente de
127 V, se o multímetro permanecer conectado por dias e forem coletadas leituras em diferentes
horários, é comum observar variações de vários volts em torno do valor nominal – muito maiores
do que a resolução do próprio instrumento. Isso não é uma hipótese isolada: a própria ANEEL,
por meio do PRODIST (Módulo 8), classifica como adequada – isto é, dentro da operação normal
da rede, sem qualquer penalidade à concessionária – uma faixa de tensão que vai de 116 a 133 V
para o padrão nominal de 127 V, o que já corresponde, sozinho, a uma variação de até 11 V
abaixo e 6 V acima do valor nominal (ANEEL, 2021).

A causa dessas variações não está no medidor, mas na rede elétrica ao redor: residências e
indústrias vizinhas aumentam ou reduzem seu consumo ao longo do dia, e cada tomada se
comporta, nesse sentido, como uma "torneira"ligada a um mesmo sistema de abastecimento
de energia. A tensão que chega a cada tomada não é perfeitamente constante porque a rede
possui impedância própria (dos cabos, transformadores etc.): quanto maior a corrente total
demandada por todos os consumidores de uma mesma linha, maior a queda de tensão sobre
essa impedância, e menor a tensão que sobra nas tomadas. Se, por exemplo, uma indústria
desliga repentinamente diversos equipamentos, a corrente total da linha cai, a queda de tensão
na impedância da rede diminui, e a tensão nas tomadas vizinhas sobe momentaneamente – até
que o sistema de regulação da concessionária (reguladores de tensão, comutadores de tap em
transformadores) detecte o desvio e reajuste o fornecimento. O processo inverso ocorre quando
um grande consumidor liga vários equipamentos simultaneamente: a corrente total aumenta,
a queda de tensão na rede aumenta, e a tensão nas tomadas próximas cai, até o sistema de
regulação atuar.

Nesse exemplo específico, a variação observada no penúltimo (ou antepenúltimo) algarismo do
display reflete uma flutuação real da própria grandeza medida, e não uma limitação do multí-
metro – decorrente de eventos aleatórios ou de variações no ambiente do sistema medido (aqui,
o próprio ambiente elétrico que o influencia, e não necessariamente o ambiente físico do labo-
ratório). Em outros instrumentos ou situações, porém, a mesma dispersão poderia ter origem
no próprio equipamento (ruído eletrônico, quantização) em vez de na grandeza – por isso a
origem precisa ser investigada, não presumida de antemão. Sempre que a variação observada
exceder claramente a resolução do instrumento, o tratamento adequado é o mesmo discutido
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na Seção 2.2.5: realizam-se muitas medidas, adota-se o valor médio como o valor representativo
da grandeza, e expressa-se a dispersão dos valores em torno dessa média – por exemplo, pelo
desvio padrão – como a incerteza da medida. Trata-se, em suma, de um problema de natureza
estatística.

O paquímetro, instrumento dotado de um nônio (ou vernier), permite medidas lineares mais
precisas que a régua. O nônio consiste em uma pequena escala de N divisões que correspondem,
em comprimento, a N − 1 divisões da escala principal; cada divisão do nônio é, portanto, 1/N
mais curta que a da escala principal, o que permite estimar frações da menor divisão da régua.
No laboratório, o paquímetro utilizado possui um nônio de N = 20 divisões, correspondendo a
uma resolução de 0,05 mm.

2.4 Gráficos

Um gráfico é a representação visual da relação entre duas grandezas medidas e constitui, fre-
quentemente, a forma mais clara de apresentar dados experimentais, permitindo identificar leis
físicas conhecidas ou sugerir novas relações. Diferentemente do que é comum em trabalhos esco-
lares, artigos científicos não costumam inserir um título sobre o próprio gráfico – essa informação
cabe à legenda (caption) da figura, que deve ser detalhada o suficiente para que o gráfico seja
compreendido de forma autônoma, sem que o leitor precise recorrer ao texto principal para
entendê-lo.

Na construção de um gráfico, deve-se:

• identificar cada eixo com o nome da grandeza física representada e a sua unidade – por
exemplo, "Tempo (s)"no eixo horizontal e "Distância percorrida (m)"no eixo vertical –
, atribuindo a variável independente ao eixo horizontal e a variável dependente ao eixo
vertical;

• escolher escalas convenientes, que aproveitem adequadamente a área disponível e eviden-
ciem a variação real dos dados – começar do zero nem sempre é a melhor escolha: se os
dados ocupam uma faixa estreita, distante da origem, forçar a escala a incluir o zero pode
comprimir os pontos e esconder justamente a variação que se quer mostrar;

• indicar as barras de incerteza em cada ponto experimental, tanto na variável independente
quanto na dependente, sempre que essas incertezas tiverem sido de fato determinadas.

Essa última recomendação vale apenas quando os pontos experimentais foram coletados com suas
respectivas incertezas – o que nem sempre ocorre, e nem sempre é necessário. No método dos
mínimos quadrados na forma apresentada nesta apostila (Seção A.1), por exemplo, as incertezas
de cada ponto não entram no cálculo dos parâmetros do ajuste, de modo que sua ausência no
gráfico não compromete a obtenção da reta (ou curva) ajustada – apenas deixa de comunicar
visualmente a confiabilidade de cada medida individual.

A legenda da figura, por sua vez, deve descrever com clareza tudo o que está sendo mostrado: o
que representam os eixos (incluindo suas grandezas físicas e unidades), o significado dos símbolos
e das cores utilizados – pontos experimentais, barras de incerteza, curvas de ajuste – e, quando
houver, a equação empregada no ajuste dos dados.

A Figura 2.2 apresenta um exemplo ilustrativo, com dados fictícios, construído seguindo essas
recomendações e no estilo comumente adotado em textos de teoria de erros [8].
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Figura 2.2: Distância percorrida x em função do tempo decorrido t. Os quadrados pretos
correspondem aos pontos experimentais; as barras horizontais e verticais que os acompanham
indicam, respectivamente, as incertezas nas medidas de t e de x. A curva vermelha representa
o ajuste dos dados experimentais a uma equação quadrática, x = at2, obtido pelo método dos
mínimos quadrados.

2.4.1 Retas e Movimentos Retilíneos

Grande parte dos fenômenos naturais estudados na física introdutória apresenta uma relação de
linearidade entre duas grandezas: y = ax + b, uma reta de coeficiente angular a e coeficiente
linear b. Dizer que y varia linearmente com x significa que a taxa de variação entre as duas
grandezas é constante: ao dobrar o acréscimo em x, o acréscimo correspondente em y também
dobra; ao triplicá-lo, o acréscimo também triplica – e assim sucessivamente, em qualquer ponto
do domínio. (Quando, além disso, b = 0, diz-se que y é diretamente proporcional a x: um
caso particular, mais restrito, de relação linear.) Um exemplo cotidiano: o valor pago por uma
corrida de táxi que cobra uma taxa fixa de embarque mais um preço por quilômetro rodado
varia linearmente com a distância percorrida – cada quilômetro adicional acrescenta sempre o
mesmo valor à corrida, não importa quantos já tenham sido percorridos.

Esse comportamento contrasta com o de fenômenos não lineares, nos quais a taxa de variação
entre as grandezas não é constante. No movimento uniformemente variado, por exemplo, a
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posição de um corpo varia quadraticamente com o tempo (x ∝ t2): a cada intervalo de tempo
igual, o acréscimo na posição é cada vez maior, ao contrário do que ocorre em uma relação linear.
Reconhecer se a relação entre duas grandezas é linear ou não é, portanto, o primeiro passo antes
de se tentar ajustar um gráfico a uma reta – e é exatamente isso que a construção cuidadosa de
um gráfico permite verificar visualmente.

Duas grandezas físicas relacionadas linearmente, y = ax + b, têm no coeficiente angular a =
∆y/∆x a taxa de variação de y com x, e no coeficiente linear b o valor de y quando x = 0. Dois
exemplos ilustrativos, de naturezas distintas, aparecem a seguir:

Movimento Retilíneo Uniforme (MRU): x = v0t + x0. Lançando a posição x em função
do tempo t, o coeficiente angular fornece a velocidade v0 e o coeficiente linear, a posição inicial
x0.

Lei de Hooke: F = −kx, onde o sinal negativo indica que a força elástica se opõe à distensão
(é, portanto, restauradora). Restringindo-se a uma única direção de deslocamento e tomando o
módulo da força, |F | = kx: lançando |F | em função da distensão x que a mola sofre, o coeficiente
angular fornece a constante elástica k da mola; o coeficiente linear, neste caso, é nulo, já que
a força se anula quando não há distensão (x = 0) – trata-se, portanto, de uma relação de
proporcionalidade direta, e não apenas de linearidade no sentido mais amplo.
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Figura 2.3: Dois exemplos de relações lineares em física, de naturezas distintas (dados fictícios).
(a) Movimento Retilíneo Uniforme: a posição x varia linearmente com o tempo t; o coeficiente
linear da reta corresponde à posição inicial x0, e o coeficiente angular, à velocidade v0 do corpo –
uma relação linear com coeficiente linear não nulo. (b) Lei de Hooke: o módulo da força elástica
|F | varia linearmente com a distensão x de uma mola (deslocamento em uma única direção); o
coeficiente angular corresponde à constante elástica k da mola, e o coeficiente linear é nulo, pois
a reta passa pela origem – uma relação de proporcionalidade direta. O ponto preto, em cada
painel, marca a interseção da reta com o eixo vertical, em x = 0 ou t = 0.

2.4.2 Método Gráfico

O tratamento gráfico de dados experimentais, como qualquer tratamento de dados, não constitui
uma abordagem única. Há duas famílias de métodos para extrair os coeficientes de uma reta
ajustada a um conjunto de pontos: métodos manuais/gráficos, em que o experimentador traça
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a reta e estima visualmente sua inclinação e incerteza, e métodos algébricos/computacionais,
como o método dos mínimos quadrados (próxima seção), em que os coeficientes vêm de expressões
fechadas. Nenhuma abordagem é intrinsecamente mais "correta": o método gráfico mantém
visível, a cada etapa, o significado físico da incerteza; o algébrico oferece maior precisão e
reprodutibilidade, sobretudo para conjuntos maiores [8, 7].

Nesta apostila, será utilizado um método das retas auxiliares, descrito a seguir. Estima-
se inicialmente o centro geométrico (x̄, ȳ) dos pontos experimentais, e gira-se uma régua em
torno desse ponto até que aproximadamente metade dos pontos de cada quadrante fique acima e
metade abaixo da reta traçada – a reta principal. O coeficiente angular é então obtido escolhendo-
se dois pontos P e Q sobre essa reta, fora da região dos dados experimentais:

a = YP − YQ

XP − XQ
(2.14)

Um erro comum: usar apenas o primeiro e o último ponto

É frequente que, após coletar cuidadosamente diversos pontos experimentais de um fenô-
meno linear – o que consome tempo considerável de laboratório –, o estudante calcule o
coeficiente angular simplesmente a partir das coordenadas do primeiro e do último ponto
medido, como se fossem P e Q. Ao fazer isso, todos os pontos intermediários são des-
cartados: o trabalho de coletá-los foi feito, mas seu resultado não influencia em nada o
valor final do coeficiente angular. Isso contraria o espírito do método: um ajuste de reta –
gráfico ou algébrico – é, antes de tudo, um procedimento estatístico, cujo valor está em
resumir todos os pontos coletados (por isso a reta gira em torno do centro geométrico, que
já é uma média de todos os dados). Os pontos P e Q servem apenas para ler o coeficiente
angular da reta já determinada, e devem ser escolhidos sobre ela, fora da região dos dados
– nunca substituídos pelas coordenadas de dois pontos experimentais quaisquer.

A incerteza do coeficiente angular é estimada a partir das retas auxiliares, cuja construção parte
da ideia de caixa de incerteza de um ponto experimental. Cada ponto medido carrega uma
incerteza tanto em x quanto em y, representada pelas respectivas barras de erro (Figura 2.4(a)).
Tomadas em conjunto, essas duas barras delimitam uma região retangular ao redor do ponto
– a caixa de incerteza (Figura 2.4(b)). Como nenhuma medida experimental é isenta de erro,
qualquer ponto no interior dessa região é, a princípio, compatível com a medida realizada – sem
que isso implique que todos sejam igualmente prováveis: a barra de erro delimita uma faixa
plausível de valores, não uma distribuição uniforme de probabilidade dentro dela.

Dois vértices da caixa se destacam por estarem mais afastados da reta principal, um de cada
lado: o vértice acima dela e o abaixo. Esses vértices não correspondem sempre ao mesmo canto
geométrico da caixa – dependem do sinal da inclinação. Na Figura 2.4, painel (c), a reta tem
inclinação positiva e o vértice azul (acima) fica no canto superior-esquerdo, com o vermelho
(abaixo) no inferior-direito; no painel (f), com inclinação negativa, a situação se inverte – o azul
passa para o canto superior-direito, e o vermelho, para o inferior-esquerdo.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.4: Caixa de incerteza de um ponto experimental, para uma reta de inclinação positiva
(a–c) e negativa (d–f). (a,d) o ponto medido, suas barras de incerteza e um trecho da reta
principal em sua vizinhança – não necessariamente sobre o ponto. (b,e) a região retangular
delimitada pelas barras. (c,f) os vértices mais afastados da reta – em azul, o de cima; em
vermelho, o de baixo. Note como o canto ocupado por cada cor se inverte entre (c) e (f).

Repetindo essa construção em cada ponto experimental – não só nos extremos –, obtém-se um
vértice azul (acima) e um vermelho (abaixo) da reta principal em cada um. Ajustando uma reta
ao conjunto de todos os vértices azuis, e outra ao conjunto de vértices vermelhos, chega-se às
retas auxiliar superior e auxiliar inferior : três retas ao todo, construídas a partir de todos os
pontos coletados, e não apenas dos dois extremos – coerente com o princípio do quadro acima.
Trata-se de um método manual, executado tradicionalmente com papel milimetrado, régua e
lápis; as figuras a seguir, embora geradas por computador para maior precisão gráfica, ilustram
essa mesma construção passo a passo.

Como exemplo concreto, retome-se a Lei de Hooke, já apresentada na Seção 2.4.1 como exemplo
de proporcionalidade direta. A Tabela 2.3 reúne dados reais, obtidos por um grupo de estudantes
da disciplina em um experimento com uma única mola: a distensão x e a força peso P aplicada,
cada uma com sua respectiva incerteza instrumental.
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Tabela 2.3: Distensão e força peso medidas para uma mola, com as respectivas incertezas ins-
trumentais.

Medida Distensão x (mm) Força peso P (N)
1 13 ± 2 0,20 ± 0,03
2 26 ± 2 0,42 ± 0,03
3 39 ± 2 0,64 ± 0,03
4 52 ± 2 0,86 ± 0,03
5 66 ± 2 1,10 ± 0,03

Passo 1 – construir as três retas e marcar os pontos extremos. Lançam-se os cinco
pontos da Tabela 2.3 em gráfico, com suas barras de incerteza. Por eles, traça-se a reta principal
(preta). Deslocando cada ponto na diagonal, para (x − ∆x, P + ∆P ), obtém-se o conjunto de
vértices acima da reta principal; para (x + ∆x, P − ∆P ), o conjunto de vértices abaixo dela –
a ordem entre essas construções não é obrigatória. Ajustando uma reta a cada um desses dois
conjuntos, chega-se às retas-guia superior (azul) e inferior (vermelha). Marcam-se então pontos
sobre as três retas na região inicial do gráfico, à esquerda dos dados, e na região final, à direita,
fora da região dos pontos experimentais: A, B, C de um lado, e D, E, F do outro, indicados por
estrelas na Figura 2.5 (o símbolo em si não é essencial ao método).
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Figura 2.5: Dados experimentais da Tabela 2.3 (força peso P em função da distensão x de
uma mola), com barras de incerteza, reta principal (Reta Central, preta) e retas-guia superior
(azul) e inferior (vermelha), obtidas deslocando cada ponto na diagonal por (−∆x, +∆P ) e por
(+∆x, −∆P ), respectivamente. As estrelas A, B, C e D, E, F marcam, respectivamente, a região
inicial e final das três retas.
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Passo 2 – calcular o coeficiente angular da reta principal. Os pontos experimentais
originais não são mais necessários: as seis estrelas já contêm toda a informação relevante, agora
isoladas na Figura 2.6. Nela, a reta preta liga A a D – os dois pontos sobre a reta principal – e
fornece o coeficiente angular médio a, neste exemplo a própria constante elástica k:

a = YD − YA

XD − XA
(2.15)
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Figura 2.6: As seis estrelas da Figura 2.5 (A, B, C à esquerda; D, E, F à direita) – agora sem
os dados experimentais e sem as retas originais, que não são mais necessários –, com três novas
retas ligando os pares correspondentes: a preta, do ponto A ao D, fornece o coeficiente angular
médio a; a verde-tracejada, do vermelho C ao azul E, cruza a reta média e fornece a inclinação
máxima, amax; a magenta-tracejada, do azul B ao vermelho F, é a de menor inclinação e fornece
amin.

Passo 3 – usar as estrelas restantes para estimar a incerteza. Ainda na Figura 2.6,
a diagonal cruzada C–E (do ponto vermelho no primeiro extremo ao ponto azul no último)
fornece, dentro da construção adotada, a estimativa da inclinação máxima – o coeficiente angular
máximo; a diagonal oposta, B–F, fornece a estimativa da inclinação mínima:

amax = YE − YC

XE − XC
amin = YF − YB

XF − XB
(2.16)

A incerteza do coeficiente angular é a semidiferença entre esses dois valores extremos:

∆a = amax − amin

2 (2.17)

23



Nesse exemplo, o método gráfico forneceu k = (17 ± 2) N/m – compatível com o valor central
a = 16,97 N/m obtido para o mesmo conjunto de dados pelo método dos mínimos quadrados,
apresentado a seguir.

2.4.3 Método dos Mínimos Quadrados

Diferentemente do método gráfico, o método dos mínimos quadrados não depende da avaliação
subjetiva do experimentador: o resultado é sempre o mesmo, qualquer que seja quem o calcule,
pois vem diretamente de uma expressão fechada. A ideia intuitiva é simples. Para cada ponto
experimental (xi, yi), o desvio vertical em relação a uma reta candidata y = ax + b é ∆yi =
yi − (axi + b) – positivo se o ponto está acima da reta, negativo se está abaixo. Somar esses
desvios diretamente não funciona bem como medida de qualidade do ajuste, pois desvios positivos
e negativos se cancelam; a solução é somar seus quadrados, o que torna todas as contribuições
positivas e, de quebra, penaliza mais fortemente os desvios maiores:

S =
N∑︂

i=1
(∆yi)2 =

N∑︂
i=1

(yi − axi − b)2 (2.18)

A reta que melhor representa os dados é aquela que minimiza S – daí o nome do método. A
Figura 2.7 traz um recurso apenas didático, exclusivo desta explicação: o valor (∆yi)2 de cada
ponto é representado por um quadrado de lado |∆yi|. Isso não faz parte do método em si –
ao tratar dados reais, não há quadrado algum para desenhar sobre o gráfico; o ajuste é obtido
diretamente das expressões algébricas apresentadas a seguir. A ideia central é apenas que a
melhor reta é a que torna a soma desses valores a menor possível. Essa escolha não é arbitrária
– pode-se mostrar que, se os erros de medida seguem a distribuição normal (gaussiana), a reta
que minimiza S é também a que tem maior probabilidade de ter produzido o conjunto de dados
observado [7, 8, 9].
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Figura 2.7: Ilustração do método dos mínimos quadrados (dados fictícios). Para cada ponto, o
segmento pontilhado indica o desvio vertical ∆yi em relação à reta ajustada; o quadrado azul,
de lado |∆yi|, é um recurso apenas didático, usado aqui para representar visualmente o valor
(∆yi)2 – não faz parte do método, e não deve ser desenhado ao tratar dados reais. A reta
ajustada é a que minimiza a soma desses valores.

Impondo ∂S/∂a = 0 e ∂S/∂b = 0 – a condição de mínimo –, obtêm-se os coeficientes angular e
linear da reta ajustada:

a = N
∑︁

xiyi −
∑︁

xi
∑︁

yi

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 b =

∑︁
x2

i

∑︁
yi −

∑︁
xiyi

∑︁
xi

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 (2.19)

A dedução completa desse resultado encontra-se no Apêndice A.1.

Como observado anteriormente, essas expressões não usam as incertezas individuais ∆xi e ∆yi

de cada ponto – na forma apresentada aqui, o método trata todos os pontos com o mesmo peso.
Isso levanta uma pergunta natural: se as incertezas de cada medida não entram no cálculo, de
onde vem a incerteza de a e de b? A resposta é que o próprio conjunto de pontos revela essa
informação: quanto mais os pontos se afastam, em média, da reta ajustada, maior a incerteza
dos coeficientes. Define-se primeiro o desvio típico dos pontos em relação à reta,

σy =
√︄

S

N − 2 (2.20)

O sentido dessa definição fica mais claro observando-a por partes. Se S fosse dividido por N , o
resultado seria a média dos quadrados dos desvios de cada ponto em relação à reta – e a raiz
quadrada dessa média devolveria um valor típico de desvio, na mesma unidade de y (já que
S, por ser uma soma de quantidades ao quadrado, está em unidades de y2). Ou seja,

√︁
S/N

seria simplesmente "o quanto, em média, cada ponto se afasta da reta ajustada-- a mesma ideia
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por trás do desvio padrão. O divisor usado, porém, é N − 2, e não N – pelo mesmo motivo,
generalizado, que já levou a usar N − 1 (e não N) no desvio padrão de medidas repetidas
(Seção 2.2.5). Ali, a própria média xm era calculada a partir das mesmas medidas: com uma
única medida (N = 1), o desvio em relação a essa média seria sempre zero, por definição – não
porque a medida fosse perfeita, mas porque não sobra nenhuma medida "extra"para revelar a
dispersão real. Aqui, a situação se repete de forma mais severa: dois parâmetros (a e b) são
ajustados a partir dos mesmos N pontos. Com apenas dois pontos (N = 2), é sempre possível
traçar uma reta que passe exatamente por ambos, dando S = 0 mesmo que os dados, com
mais pontos, mostrassem bastante dispersão – um resultado enganoso, que não reflete nenhuma
qualidade real do ajuste. Só a partir do terceiro ponto em diante é que os dados de fato têm
liberdade para se afastar da reta; por isso o divisor é N − 2, e não N .

A incerteza de cada coeficiente vem da propagação de σy através da própria expressão de a e de b.
O primeiro passo é notar que a, embora pareça uma expressão complicada, é apenas uma soma
dos valores yi, cada um multiplicado por um número fixo que depende só dos xi (considerados
exatos). Para abreviar a escrita, o denominador comum de a e b, N

∑︁
x2

i −(∑︁xi)2, será chamado
aqui de Q. Reorganizando a Equação anterior, agrupando tudo que multiplica cada yi:

a = N
∑︁

xiyi −
∑︁

xi
∑︁

yi

Q
=

N∑︂
i=1

ci yi, ci = Nxi −
∑︁

xj

Q
, Q ≡ N

∑︂
x2

i −
(︂∑︂

xi

)︂2

(2.21)

Os N pontos são medidas independentes, e cada yi apresenta o mesmo espalhamento típico σy

em torno da reta – então a, escrito como a = ∑︁
i ciyi, é exatamente do tipo V = f(y1, . . . , yN ) da

Seção 2.2.6, e sua incerteza vem diretamente do Método II (Equação 2.7). Como cada ci é apenas
um número fixo, a derivada parcial de a em relação a yi é o próprio ci, ou seja, ∂a/∂yi = ci;
substituindo na Equação 2.7 (com σy no lugar de cada ∆yi, já que todos valem o mesmo):

∆a =

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

(︃
∂a

∂yi

)︃2
σ2

y =

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

c2
i σ2

y = σy

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

c2
i (2.22)

Resta calcular ∑︁i c2
i . Nessa conta aparece o termo ∑︁j xj , presente na própria definição de ci:

é apenas a soma de todos os N valores de x coletados, um único número fixo. Expandindo o
quadrado de ci:

N∑︂
i=1

c2
i = 1

Q2

N∑︂
i=1

⎛⎝Nxi −
∑︂

j

xj

⎞⎠2

(2.23)

= 1
Q2

N∑︂
i=1

⎡⎢⎣N2x2
i − 2Nxi

∑︂
j

xj +

⎛⎝∑︂
j

xj

⎞⎠2
⎤⎥⎦ (2.24)

= 1
Q2

⎡⎢⎣N2∑︂
i

x2
i − 2N

(︄∑︂
i

xi

)︄⎛⎝∑︂
j

xj

⎞⎠+ N

⎛⎝∑︂
j

xj

⎞⎠2
⎤⎥⎦ (2.25)

=
N
[︂
N
∑︁

i x2
i − (∑︁i xi)2

]︂
Q2 = NQ

Q2 = N

Q
(2.26)

26



Substituindo de volta, obtém-se finalmente ∆a = σy

√︁
N/Q.

O procedimento para ∆b é o mesmo, passo a passo, aplicado à expressão de b em vez de a.
Reorganizando a Equação 2.19, agrupando tudo que multiplica cada yi:

b =
∑︁

x2
i

∑︁
yi −

∑︁
xiyi

∑︁
xi

Q
=

N∑︂
i=1

di yi, di =
∑︁

j x2
j − xi

∑︁
j xj

Q
(2.27)

Como cada di também é apenas um número fixo, ∂b/∂yi = di; pelo mesmo Método II (Equa-
ção 2.7):

∆b =

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

(︃
∂b

∂yi

)︃2
σ2

y = σy

⌜⃓⃓⎷ N∑︂
i=1

d2
i (2.28)

Resta calcular ∑︁i d2
i . Expandindo o quadrado de di (lembrando que ∑︁j x2

j e ∑︁j xj são números
fixos, os mesmos em todos os termos da soma sobre i):

N∑︂
i=1

d2
i = 1

Q2

N∑︂
i=1

⎛⎝∑︂
j

x2
j − xi

∑︂
j

xj

⎞⎠2

(2.29)

= 1
Q2

N∑︂
i=1

⎡⎢⎣
⎛⎝∑︂

j

x2
j

⎞⎠2

− 2xi

⎛⎝∑︂
j

x2
j

⎞⎠⎛⎝∑︂
j

xj

⎞⎠+ x2
i

⎛⎝∑︂
j

xj

⎞⎠2
⎤⎥⎦ (2.30)

= 1
Q2

⎡⎣N

(︄∑︂
i

x2
i

)︄2

− 2
(︄∑︂

i

x2
i

)︄(︄∑︂
i

xi

)︄2

+
(︄∑︂

i

xi

)︄2∑︂
i

x2
i

⎤⎦ (2.31)

= 1
Q2

(︄∑︂
i

x2
i

)︄⎡⎣N
∑︂

i

x2
i −

(︄∑︂
i

xi

)︄2
⎤⎦ (2.32)

=
(︁∑︁

i x2
i

)︁
Q

Q2 =
∑︁

i x2
i

Q
(2.33)

Substituindo de volta, obtém-se ∆b = σy

√︂∑︁
x2

i /Q – reescrevendo Q por extenso, chega-se às
expressões usadas na prática [9, 7]:

∆a = σy

√︄
N

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 ∆b = σy

⌜⃓⃓⎷ ∑︁
x2

i

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 (2.34)

As expressões de ∆a e ∆b acima valem para o mínimos quadrados ordinário, sob as hipóteses
já assumidas: incerteza desprezível em x e dispersão aproximadamente constante em y ao longo
de toda a reta. Mudar essas hipóteses exige métodos mais gerais, não tratados nesta apostila:
se apenas a dispersão em y varia de ponto a ponto, usa-se o mínimos quadrados ponderado,
que dá menos peso aos pontos mais incertos; já quando x também possui incerteza significativa, o
problema muda de natureza – não basta ponderar, são necessários métodos que tratam incertezas
em ambas as variáveis (como a regressão ortogonal ou de Deming).
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Como exemplo, aplique-se o método aos mesmos cinco pontos da Lei de Hooke usados na Seção
anterior (Tabela 2.3). O ajuste fornece a = (16,97±0,03) N/m e b = (−0,021±0,001) N. Embora
pequeno em comparação com as forças medidas (entre 0,2 e 1,1 N), o coeficiente linear b não
é compatível com zero dentro da incerteza estimada pelo ajuste – a razão |b|/∆b ≈ 21 mostra
que ele está a cerca de 21 incertezas padrão de distância de zero, uma diferença estatisticamente
muito significativa. "Pequeno"e "compatível com zero"são coisas diferentes: aqui, o valor pequeno
de b provavelmente indica um efeito sistemático real (por exemplo, na calibração do comprimento
natural da mola), não um mero ruído estatístico em torno de zero. Note também que ∆a é bem
menor que os 2,3 N/m obtidos pelo método gráfico: isso ocorre porque, neste conjunto de dados,
os pontos ficam muito próximos da reta ajustada (desvios da ordem de milésimos de N) – σy

reflete apenas essa dispersão observada nos dados, e não a incerteza instrumental ∆P = 0,03 N
usada na construção gráfica. As duas incertezas medem coisas diferentes, e não é incomum que
difiram bastante: uma reflete o quão bem os pontos se alinham entre si; a outra, a resolução do
instrumento usado para medi-los.

2.4.4 Generalização: Ajustes Não Lineares

Tudo o que foi apresentado até aqui vale para o ajuste de uma reta, y = ax + b – de longe o
caso mais comum nesta disciplina –, mas o princípio por trás do método é mais geral: dado
um modelo qualquer y = f(x; p1, p2, . . . , pk), com k parâmetros a determinar, define-se S =∑︁

i[yi − f(xi; p1, . . . , pk)]2 e minimiza-se S impondo ∂S/∂pj = 0 para cada parâmetro pj .

O que determina se esse processo resulta em equações fechadas, como as deduzidas para a e b,
é se o modelo é linear nos parâmetros. Uma parábola, y = ax2 + bx + c, por exemplo, não
é uma reta – mas a, b e c aparecem nela de forma linear, de modo que ∂S/∂a = 0, ∂S/∂b = 0
e ∂S/∂c = 0 ainda formam um sistema linear (agora com três equações e três incógnitas),
resolvível por equações fechadas análogas às desta seção – só que mais longas.

Já em modelos como y = A e−kx ou y = A sin(ωt + φ), os parâmetros (k, ω, φ) aparecem dentro
de uma função (exponencial, seno), e a condição ∂S/∂k = 0 deixa de ser uma equação linear
em k: em geral, não existe manipulação algébrica capaz de isolá-lo numa equação fechada, do
mesmo modo que não existe uma equação fechada para resolver x = e−x – não se trata de uma
limitação de esforço, mas da ausência de solução analítica simples para a maioria desses casos.
Há exceções importantes: alguns modelos não lineares na variável x podem ser linearizados
por uma mudança de variável adequada – por exemplo, y = Ae−kx torna-se linear tomando o
logaritmo, ln y = ln A − kx, já linear em ln A e k e resolvível pelas mesmas expressões desta
seção (embora a transformação altere a forma como as incertezas de cada ponto entram no
ajuste); y = Axn torna-se linear de modo análogo, tomando o logaritmo de ambos os lados – útil
quando o próprio expoente n é um dos parâmetros a determinar. Quando, ao contrário, n já é
conhecido a priori, o mesmo modelo pode ser linearizado de forma mais direta, sem logaritmos,
pela mudança de variável x → xn – é o caso, por exemplo, do MRUV, S = S0 + 1

2at2, um caso
particular de y = Axn com n = 2 já conhecido, linearizável diretamente por t → t2. Fora desses
casos particulares, porém, o caminho usual é numérico.

Vale reter a técnica de linearização mesmo sabendo que, na prática desta disciplina, um software
resolverá o ajuste diretamente: entender por que uma transformação de variável funciona para
um dado modelo – e não apenas que ela funciona – é o que separa compreender genuinamente
um resultado de apenas coletar dados, alimentar um software e reproduzir os valores, unidades e
incertezas que ele devolve. Um tratamento mais completo da linearização manual, com exemplos
e o papel gráfico específico para os casos exponencial e de potência, está no material Gráficos:
Construção e Análise.
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Nesses casos, o ajuste é obtido numericamente: parte-se de um valor inicial estimado para
cada parâmetro e refina-se essa estimativa, passo a passo, até minimizar S. O algoritmo mais
usado para isso é o de Levenberg-Marquardt, presente na maioria dos softwares de análise de
dados (incluindo o utilizado nesta disciplina) [9]. Diferentemente do ajuste linear – que sempre
encontra o único mínimo de S, sem exigir nenhuma estimativa inicial –, os métodos numéricos
podem convergir para um resultado incorreto se o ponto de partida for muito ruim, o que exige
alguma atenção ao configurá-los.

Sempre que um experimento desta apostila exigir um ajuste desse tipo – envolvendo, por exem-
plo, um decaimento exponencial ou uma oscilação amortecida –, os parâmetros do modelo e suas
incertezas serão obtidos com o auxílio de um software dedicado, e não deduzidos manualmente:
a dedução, como discutido, não existe em forma fechada para esses casos.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Dedução da Equação dos Mínimos Quadrados

Em uma experiência com N medidas, tem-se um conjunto de pares ordenados (xi, yi) que,
representados graficamente, sugerem uma dependência linear. O objetivo é ajustar os dados à
equação y = ax + b, escolhendo os coeficientes a e b que minimizem a diferença entre os valores
medidos yi e os valores calculados y(xi) = axi + b.

Como a soma simples dos desvios ∆yi = yi − y(xi) não é um bom indicador dessa diferença –
desvios positivos e negativos podem se cancelar –, define-se o erro quadrático médio:

S =
N∑︂

i=1
(∆yi)2 =

N∑︂
i=1

(yi − axi − b)2 (A.1)

A reta que melhor ajusta os dados é aquela que minimiza S, isto é, que satisfaz ∂S/∂a = 0 e
∂S/∂b = 0:

∂S

∂a
= −2

N∑︂
i=1

(yi − axi − b)xi = 0 (A.2)

∂S

∂b
= −2

N∑︂
i=1

(yi − axi − b) = 0 (A.3)

que podem ser reescritas como o sistema linear:

−
N∑︂

i=1
yixi + a

N∑︂
i=1

x2
i + b

N∑︂
i=1

xi = 0 (A.4)

−
N∑︂

i=1
yi + a

N∑︂
i=1

xi + Nb = 0 (A.5)

Resolvendo esse sistema para a e b, obtêm-se finalmente:
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a = N
∑︁

xiyi −
∑︁

xi
∑︁

yi

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 b =

∑︁
x2

i

∑︁
yi −

∑︁
xiyi

∑︁
xi

N
∑︁

x2
i − (∑︁xi)2 (A.6)

A dedução das incertezas ∆a e ∆b, por propagação de σy através dessas expressões, é apresentada
passo a passo na Seção 2.4.3 (Método dos Mínimos Quadrados).
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